Intégration et Probabilités

THOMAS DUQUESNE (thomas.duquesne@upmec.fr), bureau V7 ENS et 2-17 Jussieu (tour 16-26)
On veut définir des mesurses (exemple : longueurs sur R, surfaces sur R?, etc.)

Soit E un ensemble et £ une classe de sous-ensembles. On définit :

E—=[0, 400
HAeems p(A)

1(A) est la y-mesure de A.
Intuitions : u(@)=0; ANB=2= u(AUB)=pu(A)+ u(B)

Rapport avec les probas : définissons
e () ensemble de tous les résultats possibles d’'un phénomeéne aléatoire
e F une classe de sous-ensembles de 2, appellés évennements.

e P:F—[0,1] une mesure (IP(©2) =1). Si A est un évennement, P(A) est la probabilité que
A survienne.

1f?a]rtie 1. Théorie de la mesure et intégra-
ion

I. Intégration.

1.1. Ensembles mesurables

Déf. Soit F un ensemble non vide, P(E) la classe de tous les sous-ensembles de E.

Soit £ C P(E) une classe de sous-ensembles de E. C’est une t¢ribu (ou une sigma-algébre) si :
1. Ee&
2. & est stable par passage au complémentaire (VA€ &, E\A€E).
3. £ est stable par union dénombrable : VA, € &, UneN A, e&

Remarque : 1. et 2. impliquent @ € £. On a également A, BeE=AUBEE.
SivneN, A, €&, alors ), oy An€E car M, o An=FE\U, cn £\4n
Exemple : P(E) est une tribu.

Exemple : £={@, E} est une tribu dite grossiére

Exemple : si E est infini, la classe £ des ensembles dénombrables ou de complémentaire dénom-
brable est une tribu.

Lemme. Soit (£;)ie une famille quelconque de tribus sur F, alors (., &i={ACE|Viel, A&}
est une tribu (classe de Moore).



Déf. Soit F un ensemble. Soit R C P(F) une classe d’ensembles quelconques de E. On pose :

o(R)= ﬂ g
& tribu tq Re&

o(R) est une tribu, dite tribue engendrée par R (ie la plus petite tribu qui contient R).

Tribus boréliennes

Déf. Soit E non vide, T C P(FE) une classe d’ensembles. C’est une topologie si :
1. geTANEET
2. VielLUieT)=U,;c., UieT
3.VU,VeT, UNVeT

Les ensembles de T sont les ouverts de T. Le complémentaire d’un ouvert est un fermé.

Ex. U est un ouvert sur R ssi U est une union dénombrable d’intervalles ouverts (disjoints deux
a deux).

Déf. Soit (E, T) un espace topologique. La tribu des Boréliens de (E,T) est la tribu engendrée
par T, notée B(E) : B(E)=0(T).

Lemme. Posons R ={]—o0,al,a € R}. Alors 0(R)=B(R).
Preuve. R\|—00,a] =]a, +oo[ € B(R)

Donc |—o0, a] € B(R), donc on a R C B(R), donc o(R) C B(R) par définition de la notion de
tribu engendrée.

Montrons ["inclusion contraire.

J—00,a[=U, cn- ]—00,a— =] €a(R)

la,b[=]—00,b[N]a,+o0]

Tout ouvert est union dénombrable de ]a,, b,| donc appartient a o(R)
TrRCo(R)=0c(Tr)=B(R)Co(R)

Rmgq. De méme, B(RR) est engendré par des intervalles du style |—oo,a] ou [b, +o0], |b, +o0[, ]a, b],
[a,b], etc., et méme par |—o0,al,a € Q.

Sur un E.V réel de dimension finie, les normes sont équivalentes. Toutes les normes conduisent a
la méme dopologie, appellée topologie de la norme. On parle des Boréliens de cet espace vectoriel
de dimension finie comme des boréliens associés a la topologie de la norme : B(R™), B(C), ...

Boréliens de IR?.

On prend comme norme : z = (z1, T2), |z| =max (|z1], |z2|).

UeR?ouvert :sizeU,Ir>0|]zy—r,z1+7r[x]ze—r,20+7[CU

U=U,er Jaz, ba] X ez, dy[, avec az, by, czydy, € @ (ensemble dénombrable de quadruplets).

Tout ouvert de R? est une union dénombrable de rectangles ouverts Ja, b[ x ]c, d[ avec a, b, c,

de Q.
Preuve en exo, en raisonnant comme dans le lemme précédent.
Lemme. Si R = {]a,b[ x]c,d|,a,b,c,d € Q}, alors B(R?) =0 (R).

Remarque culturelle. card(E) < card(P(E)). On s’attend a ce que card(B(R)) > card(R), or il
y a égalité !



Il existe donc des sous ensembles de IR qui ne sont pas des Boréliens, mais il est trés difficile d’en
exhiber un « naivement » (récurrence transfinie).

Tribu trace et topologie relative

Déf. (E, T) espace topologique. £ une tribu sur £, ACE.
Ta={ANU,U €T} est une topologie sur A, c’est la topologie T relative sur A.
Ea={ANDB,Bec} est une tribu appellé tribu trace de £ sur A.

Lemme. La trace sur A des boréliens associés & T est la tribu Borélienne associée a la topologie
relative de T sur A, ie : B(Ta)={ANB,Bec&}

Preuve laissée en exercice.

Classe monotone

Déf. Soit E un ensemble non vide. P C P(E) est un pi-systéme si :
1. EeP
2. VA,BeP,ANBeP

L CP(E) est une classe monotone si :
1. FeLl
2. L est stable par différence propre, ie ACBeL=B\AeL
3. L est stable par union dénombrable croissante.

Ex. P={R}U{]—00,a],a € R} est un pi-systéme.
Ex. € tribu = & classe monotone.

Lemme. (£;);c; une famille de classes monotones. Alors ﬂl el L; est aussi une classe monotone
(preuve en exercice).

Déf. Soit R C P(E) quelconque. On pose A(R) = (. qasse monotone tq R £+ Cest la classe

monotone engendrée par R, ou plus petite classe monotone contenant R.
Lemme. Soit £ une classe monotone. Si elle est stable par intersection simple, c’est une tribu.

Preuve.
e A BeLlL=AUBeL car AUB=FE\(E\A)N(E\B)

e Soit B,€ L. Posons A,=J;_, BxeL

Un>0 A,=U Bre”L
eL

Théoréme de la classe monotone. Soit £ un ensemble non vide, P C P(E) un pi-systéme et
L une classe monotone.

PCL=o(P)CL

Preuve. P C A(P) C L. 1l suffit de remarquer que A\(P) est une tribu, car alors : o(P) C A\(P)
par définition de o(P).



Par le lemme précédent, il suffit que A(P) soit stable par intersection simple.
Lis={BCE|ANBeXP)}
Montrons : Si A€ A\(P), alors L4 est une classe monotone.

AeXP), E€Ly, B,CeLy tels que BCC, (C\B)NA=(CNA\(BNA)
ex(P) ex(P)
=(C\B)NAeX(P)et (C\B)eLa

Soit B, € L4 avec B, C B, 41

Am(Un>0 Bn):U (AﬂBn> = AN( Bn) € A(P) = U Br€La.
eX(P)

P est un pi-systéme, donc P C A(P).

VAe P, PC La = VA e P, ANP)C Ls= VA€ P, VB e AP),
classe monotone par ce qui précéde
ANBeA(P)

VBEAP),PC  Lp  =VYBEAP),ANP)CLp= VYAEAP),VBENP),ANBeAP)
classe monotone
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1.2. Mesures positives

On adjoint co & R4. L’ensemble résultant est noté [0, 00]. On prolonge < par Va € [0, o0o[, 2 < 00.
Convention. x +oco=00+z=00 et 0 x co=0
La notion de convergence pour une suite a,, € [0,00],n €N est la notion habituelle.

Faits.
1. Si ap < apy1 alors limy, 4 ooy =SUPpeN @y € [0, 00] (cette limite existe toujours)
2. Sia,€10,00],n €N, alors Zn>0 an=lmpy_ o Eogkgn ay, existe toujours dans [0, oo
Onaque} - an=SUPSCN,S fini ) peg Ok

3. Soit a, € [0,00],n € N. Soit v: N — N une bijection. Alors }_ _ an=> </ Gy(n)

4. Soit an,m €[0,00],m,neN. Alors 37 (37 < Gnm=2350 2nso Gn,m-

Preuves laissées en exo.

Déf. Soit (F, &) un espace mesurable (€ est une tribu). Soit p:€ — [0, 00]. On dit que p est une
mesure positive si :

1. u(@)=0

2. Pour toute suite d’ensembles A, € £ telle que n#£m= A, N A,, =& (ils sont deux a deux

disjoints), on a M(UHGN A,)= > nen H(An) @ propriété de sigma-additivité.

Conséquences immeédiates.

e Soient A, B €& tels que ANB =g, alors u(AUB) = u(A)+ u(B) : propriété d’additivité
de p. (dans (2), prendre Ag=A4,A1=B et ¥n>2,A4,=09)



e Soient A, B € £ tels que A C B, alors B =AU (B\A) et AN (B\A4) = @. On a donc
1(B) = pu(A) + p(B\A) > p(A)

VA,Be&,(ACB= pu(A) < u(B)) : p est croissante pour 'inclusion.

Remarque : si AC B, on a u(B) = u(A) + p(B\A), mais si u(A) = u(B) = oo, alors on ne
peut rien dire sur p(B\A). Si ils sont finis, on peut dire u(B\A) = u(B) — u(A).

Prop. Soit (E, &, p) un espace mesuré (€ tribu, g mesure positive). Soit A, € E,n e N.
1. Si A, CA,+1,n €N, alors u( UneN an) =lim, 00 p(An)
2. Si A, D Apq1,n €N et pu(Ap) < oo, alors ,u(ﬂne]N An) =limy,— 00 p(An)
3. M(UnEJN An) <Y, en H(An) @ propriété de sigma sous-additivité.
Preuve.

1. On suppose A, C Ap+1,n € N. On pose By=Ap et B, =A,\A,_1,n>1. Les B, €€£.
B,=A,N(E\A,_1) ; les By, sont disjoints deux a deux et (J;,_, Bx = An.
On a donc |J, 5o Bn=U,>¢ An-

Donc 'U’(UnQO A") = 'U’(Un>O Bn)
addiiivité

sigma-additivité

Zn>0 :u(Bn) =

=

2. Se déduit de (1) par passage au complémentaire. (exercice : attention voir la remarque)
3.S1A,Be&, AUB=AU(B\A) (on peut définir B\A=BN(E\A) méme si A¢ B).
u(AUB) = pu(A) + p(B\A) < p(A) + p(B) (1)
On pose Cp, =} _y Av€E. Ona C, CChyq et Un>0 C,= Un>0 A,
Par (1), #(Ca) <Xp_y 1(A).
1(U An) = p(U Cn) =limy, o0 u(Chr) par (1)
Zn20 .U(An) =limy 00 ZZ:O M(Ak>

Donc M(Un>0 An) < Zn>0 w(Ay).

Exemples.
1. E munide P(E)={ACE}.
On pose pu(A)=0,VAeP(A). Clest une mesure positive, appellée mesure nulle.
2. F muni de P(FE).
Si A+ @, on pose u(A) =00 et u(@)=a. Clest la mesure infinie.

3. F muni de P(E). On se donne z € E.

lsizeA

Quel que soit A C F, on pose 0,(A) = { Osizg A

On vérifie que d,: P(E) — [0, 00] est une mesure positive. C’est la masse de Dirac en x.



4. FE muni de P(E).

oo si A est infini

P ACEFE A)= .
our tout A C £, on pose #(A) { psi A a exactement p éléments

On vérifie que #:P(E) — [0, 00| est une mesure positive, qui est appellé mesure de comptage.
Prop. Soit (E,£) un espace mesurable.

1. Soit pp:E—[0,00],n € N une suite de mesures positives et soit ¢, € R,n > 0.
Soit pu(A) =3, 5o cntn(A). (rappel : 0 x 0o =0)

Alors 1: € — [0, 00] est une mesure positivé notée =73 - cniin

2. Soit B€&. Soit p: & — [0, 00] une mesure positive.
VA €&, on pose v(A) = pu(AN B). v est une mesure positive qui est appelllée la restriction
de p a B, notée v = pu(-NB).

Preuve. (2) laissé en exo. Preuve de (1) :

Soient A, €&, pe N deux a deux disjoints.

(1) Bon{y

peN neN peEN

= Z Cn Z fin(Ap)

neN peEN

= Z Z Cn,un(A;D)

peEN nelN

= > nl(4y)
peEN
Vocabulaire. Soit (F, &, i) un espace mesuré.

e Sipu(FE)=1, on dit que u est une mesure de probabilité (ou loi de probabilité).

o u(FE) est appellée masse de p. Si u(E) < oo, on dit que E est de masse finie, ou on dit que
la mesure p est finie.

e S'il existe des ensembles E, € £,n € N tels que pu(E,) <oo,n€Net E=]J, -, En, on dit
que p est sigma-fini.

o zcFE tel que {z} €& est un atome de p si p({z})>0.
e Une mesure sans atome est diffuse.

Prop. Pour une mesure sigma-finie, il y a toujours un nombre dénombrable d’atomes.

Exemple. Si F est infini non dénombrable, alors la mesure de comptage #: P(E) — [0, co] n’est
pas sigma-finie, et tout point « € E est un atome car #({z})=1>0.

Lemme. Soit (E, &, u) un espace mesuré. Il y a équivalence entre :
1. p est sigma-fini

2. 3A,€&,neN avec A, C Aypt1,n €N tel que |J Ap,=F et u(A,) <oo,neN

n=0

3. dB, € &,neN deux a deux disjoints tels que E = B, et u(B,) <oo,neN

n=0



Preuve laissée en exo.

Théoréme. On rappelle que B(RR) désigne la tribu des Boréliens de R, ie la tribu engendré par
les ouverts. Alors :

1. 11 existe une unique mesure positive I: B(R) — [0, oo] telle que Va, b € R, a < b on a
[(Ja,b]) =b—a. C'est la mesure de Lebesgue sur R.

2. Soit F': R — R continue & droite et croissante. Alors il existe une unique mesure positive
w:B(R) — [0, 0] telle que Va,beR,a<b, on a u(la,bl)=F(b) — F(a). u est la mesure de
Stieltjes associée & F', et est souvement notée d F.

Remarques.
1. Si F(z)=x, dF =1
2. Si F(z)=|z],dF =} ., n (exercice)

Théoréme. Soit n € N*. Il existe une unique mesure I,, : B(R™) — [0, 00] telle que {(Ja, b1] X+ X]an,
bp)) = (b1 —a1) - (bn — an), avec a, < b, dans R.

Remarques. [ =1

En dimension deux, lx(]a, b] X ]e,d]) = (b—a) (d — ¢), c’est la mesure de Daire.

Théoréme d’unicité du prolongement des mesures. Soit (EF, £) un espace mesurable. Soit
P un pi-systéme tel que o(P) =£&. Soit p1, p2 deux mesures positives. On suppose que VA € P,
1(A) = pal A).

1. Si p1(E) = pa(E) < 00, alors g = po.

2. S'il existe £, € P,neN tels que E,, CE,+1 et E= UneN E, et p1(Fy) = pa(Ey) < oo, alors
fi1 = pia.

Preuve de (1). On suppose que u1(E) = p2(F) < 0.
On note L={A€&: u1(A) = uz(A)}. Par hypothése, PC LCE.

Montrons que L est une classe monotone :
o Fef
e Soient A, B€ L, tels que A C B. Comme p; et s sont finies, on peut écrire :
p(B\A) = pa(B) = pn(A) = pa(B\A) = p2(B) — p2(A), donc B\A€ L
e Soient A, € L,neN tels que A, C A, y1,n€N.

Hl( Un>0 An) =limy, 00 p1(An) = 'U'Q(UnZO An)7 donc Ungo A, eL.

L est bien une classe monotone. Puisque P est un pi-systéme contenu dans L, le théoréme
de la classe monotone implique o(P) C L, c’est & dire £ C L, mais £ C £ par définition, donc
E=L& 1= 2. O

Preuve de (2). On pose :
Hin= ,U/I( N En)a H2,n= ,U/Q( N En)
o pn(E)=p2n(E) <o

o VAecP, comme E,eP,onaANE,cP et donc p1,,(A4) = p2n(A).



Par le point (1), p1,n = p2,n,n€N.

VBe& ,VneN, ;i (BNE,)=pu(BNE,)

(BNE,) C(BNEy41) et U, 5o BNE,=B.

VB e&, ui(B)=1lim, o p1(BN Ey) =lim, o0 p2( BN Ey,) = pa(B). O

Preuve de I'unicité de la mesure de Lebesgue. Soit A: B(R) — [0, 00 telle que Va,beR,a<b
on ait A(Ja,b])=b—a.

On pose P = {R} U {]a, b],a,b € R, a < b}. P est un pi-systéme. On montre facilement que
o(P)=B(R).

On pose E, = |-n,n],n € N. B, C Ep1, R =, cn En et [(E,) = A(E,) = 2 n. De plus
AR) =limy, 00 A(Ep) =1(R) =lim,— o0 I(Ey) = 00. Les mesures [ et A coincident sur P satisfaisant
le point (2) du théoréme de l'unicidé du prolongement des mesures, donc A=1. J
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1.3. Fonctions mesurables

Soient E,E’ et f: E— E’

Notation. BCE', f~Y(B)={x€E: f(z) € B}.

f~Y(B) estappellé pré-image de B par f, notée souvent f~1(B)={f€ B}.
Rappels. Soient B;C E’,iel

fl<U Bi) = U f=H(By)

f1<m Bz-):m F1(8)

iel i€l
E\f~Y(B)=f"Y(E\B)
Déf. Soient (E, &) et (E’,E’) deux espaces mesurables, soit f: E— E’. f est dite (£,E’)-mesurable
sivBe&', f~YB)e€.

Convention. Si E' =R, [—o0, o0], C, ou R", on dit que f est E-mesurable pour dire que f est
(€,B(E"))-mesurable. (£’ = boréliens de E’)

On a souvent des problémes avec les images directes, on s’intéresse donc principalement aux images
réciproques.

Quand on a des fonctions & valeurs réelles, il faut utiliser les boréliens comme tribu de mesure pour
ne pas avoir de problémes.

Remarque. Plus £’ est grosse, moins il y a de fonctions E — E’ mesurables. Plus £ est grosse,
plus il y a de fonctions E — E’ mesurables.

En particulier, V&', f: E— E’ est (P(E),&’)-mesurable. De meme, V&, f: E— E' est (£,{@, E'})-
mesurable.

Lemme. (E,&) et (E’,&’) deux espaces mesurables. Soit R’ C £’ une classe quelconque telle que
o(R)=E&'. Alors f: E— E' est (£,&’)-mesurable ssi VC € R/, f~}C) €€&.

Preuve. On pose G'={Be&’: f~Y(B) € £}. On vérifie facilement que G’ est une tribu sur &£’
(en exercice). De plus, R’ C G’ donc o(R')=E'Co(G')=G’, donc G'=E'. O



Exemple. (F,£) un espace mesurable. Soit f: E—R. On rappelle que B(R) =0 ({]—00,a],a € R}).
f est E-mesurable ssi Va € R, f~1(]—o0,a]) €E.

Notation. f~1(]—00,a])={z € E: f(z)<a}={f<a}.

Exemple. Soit f:R— R une fonction monotone. f~1(]—o0,al]) est un intervalle de R, c’est donc
un borélien, donc f est mesurable. (ie. (B(R), B(R))-mesurable)

Déf. Soient (F,T) et (E', T') deux espace topologiques. Soit f: E— E’. Alors f est continue par
rapport & ces deux topologies (on note (7;,”)-continue) si VU' €T/, f~1(U") € T.

Corollaire. On a immédiatement : soient (E, T) et (E’, T') deux espaces topologiques et
f:E— E’ une fonction (7, T')-continue. Alors f est (B(FE), B(E"))-continue.

Lemme. Soient (E, &), (E',E’) et (E",E") trois espaces mesurables. Soit f: E— E’ une fonction
(€, E')-mesurable et g: B’ — E” une fonction (£/,£")-mesurable. Alors go f: E— E" est (€,&")-
mesurable.

Preuve. Triviale, les définitions sont faites pour. (exercice)

Somme et produit.

Proposition. Soit (F,£) un espace mesurable. Soit f, g: F— R une fonction £-mesurable. Alors
f+get fgsont E-mesurables.

Preuve. On pose R={]a,b[ X |¢,d[;a,b,c,d€R,a<b,c<d}. On a montré que o(R)=B(R?).
On pose h(z) = (f(z),9(x)),x € E. h: E—R2
h=Y(a,b[x]e,d]) ={z € E: (f(2), g(x)) €]a,b[ x]e, d[} = f " (Ja, b)) " f "' (Je,d]) € €

—_— ———
e e

VRER,h Y(R) €& donc h est (£, B(IR?))-mesurable.
2 2
On définit add : R*= R et mul : R =R
(,y) »z+y (z,y) =y
(B(R?), B(R))-mesurables.

, ce sont deux applications continues donc

Or f+g=addoh et fg=muloh, ce sont donc des applications (£, B(IR))-mesurables.

Droite numérique achevée.

On adjoint & R deux points supplémentaires, —oco et +00. L’ensemble résultant est noté [—oo, +0o0],
ou parfois R. On étend l'ordre a cet ensemble en posant —oco <z < +00, Va € [—00, +00]. La notion
de convergence de suite dans cet ensemble est la notion habituelle.

Notation. min (a,b) =a Ab et max (a,b)=aVb; (a);+ =max(a,0) et (a)- =max (0, —a).

On a toujours 0< (a)+ <al et 0< (a)—-<al, la|=(a)++ (a)— et a=(a)4+ — (a)_ (vrai meme pour
a=+00).

Soit ay, € [—00,00],n € N On pose Vn € N, r, =inf,>,, a;, € [—00, 0] et s, =supg>pa, € [—00, 0.
Tn < Tny1 €6 Sp 2 Spyi.
limy, o0 T7n =SUPp>0 Ty €t limy,ool s, =inf,en s, existent dans [—oo, +00].

On définit.

liminf a,, = sup inf a,=lim?T,. inf a,
n—+o00 nENDP2N pzn

limsup = inf sup a,=Ilim|,. sup a,
n—s4oo NENp>p pzn



Propriétés.
e liminf,. a, <lim sup,e ap
e liminf,. a, est la plus petite valeur d’adhérence de la suite a,,
e limsup,o @y, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite a,,

e a=lim, a, existe ssi liminf a,, =lim sup a,.

Exercices.
1. liminf —a, = —lim sup a,,
lim sup —a,, = —lim inf a,,

2. Si a, < by, alors liminf a,, <liminf b,, et lim sup a,, < lim sup b,

3. On suppose qur lim,,, b, =b, alors lim sup a,, + b, = b + lim sup a,, et lim inf a,, + b, =
—

réels

b+ lim inf a,,.

Notation. Soit F un ensemble, f, g: F— [—00,00]. On note f A g: E— [—00,00]=min (f, g), de
meme on définit fV g, (f)+, (f)=, | f|. Pour une suite de fonctions, on définit de meme, de maniére
ponctuelle, supy,>o fr, infr>0 fr, imsuppee fr, iminf,o fr.

lim,, 00 frn = f ponctuellement signifie Vz € F, lim, fn(2) existe et vaut f(z) . Cest équivalent
a liminf, o fr =lim supneo fn=f.

Proposition. (F,£) un espace mesurable. f, g, fn: E—[—00, 0] des fonctions £-mesurables.
1. fvg, fANF (s, (f)=, | f] sont également E-mesurables.
2. inf, >0 fn, SUPn>0 fr, liminf, o f, limsup,— oo fr, sont £-mesurables.
3. Si limy,  frn="h ponctuellement, alors h est £-mesurable.
4. Si fp: E—=[0,00],n €N, alors 37 - fn: E—[0,00] est aussi £-mesurable.
Preuve.

1. {fvg<a}={f<a}n{g<a} e donc fV g est bien E-mesurable.
fAg=—(—f)Vg, on applique ce qui précéde.
(f)+=0V f est donc E-mesurable, de meme pour (f)_ =0V (—f).
Pour la valeur absolue, |- |:[—00, 00] — [0, 00] est continue, donc |f| est E-mesurable.
2. {suppen fn < a} = MNpen {fn < a} € €. Donc sup,>o fn est E-mesurable, donc
inf,>0 fr=—supn>o(— fn) aussi.

On pose g, =supp>n fp, c’est E-mesurable par ce qui précede, or limsuppeo frn=1inf,>0gn
qui est donc E-mesurable. Pareil pour la lim inf,,o f.

3. On a par exemple h =lim sup,ec fn, €lle est donc E-mesurable.

4. On montre d’abord que si f, g: E— [0,00] alors f + g est mesurable : il faut se rammenner
au cas réel (en exo).

Y ons0 fn=5SUPn>0 (ZZ:O fx), elle est donc E-mesurable.
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Exemples.

1. Fonctions indicatrices.

lsiz€a

. . Cette fonction est
0 sinon

Soit A C E. On définit une fonction 14: F — R par 14 = {
appellée fonction indicatrice de A.

E\Asia<1

Esia>1 , donc 14 est &-mesurable sur A €€&.

V:CGR,{IAQG,}{
SiceRR, c-14 est E-mesurable dés que A€ €.

2. Fonctions étagées (ou simples).

Soit s: E — R, s est étagée si elle s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions
indicatrices : s =3",'_ cx1a, () avec c1,...,cpn €R et Ay,..., A, CE.

s peut s’écrire sous la forme (*) de plusieurs fagons en général : 1p =14+ 1p\ a.

Si s est étagée, alors son image est un ensemble fini ; la réciproque est vraie : si #s(F) < oo,

alors on indexe sans répétition les valeurs de s(E) = {c1,...,cn}. On pose Ay =s"({ck}).
On retrouve bien s = ZZ:O ¢k 1a,. (remarque : ici on a meme que les Ay sont deux-a-deux
disjoints)

Conséquences.

a. s: E— R étagée et E-mesurable peut s’écrire sous la forme (%) avec les Ay € £.
b. De plus, si s est positive, alors on peut choisir les coefficients c; dans R™.
Cette classe de fonctions est trés importante puisqu’elle permet de faire des approximations :

Proposition. Soit (E, &) un espace mesurable. Soit f: E — [0, co] une fonction £&-mesurable. 11
existe une suite s, : E — R de fonctions £-mesurables étagées telles que 0 < 5, < 8,01 < f et
limy, 00 85 = SUPn>0Sn = f

Preuve. Pour tous k,n €N on pose :
App={zeE: k2 "< fx)<(k+1)2 "} ={k27"< f<(k+1)27"}
Bp={zcE: f(z)zn}={f>n}
A n fixe, les Aony s An—1)2n,n €t By sont dans £ et disjoints deux a deux. On pose :

sp=nlp + Z k27" 1p, .
0<k<n2n

sn, est étagée et £-mesurable.

Si f(z)<n, sp(x)=2""]2"f(x)] < f(z) (on a meme 0< f(x) —sp(z) <27").
Si f(z)=n, alors sp(x) =n.

On vérifie que s, < Spy1-

Lemme « technique ». (E,£) un espace mesurable. Soit f: E— R™ une fonction £-mesurable.

Alors il existe B,€E,n€N et ¢, e RT,n €N tels que f=5" cnlp,.

n>=0

Preuve. On reprend les s, de la propriété précédente.

f:SO+Zn>0 Sn — Sn—1

———
fonction étagée E-mesurable positive

11
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I.4. Intégrales
On va définir les intégrales par étapes pour :
1. les fonctions étagées
2. les fonctions positives mesurables
3. les fonctions a valeurs complexes (généralisable a un e.v. de dimension finie)

Dans tout ce qui suit, (E, &, p) est un espace mesuré.

Etape 1.
On note S l'ensemble des fonctions £-mesurables a valeurs dans R et étagées.

Si s € 54, alors elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire de fonctions indicatrices :
S:Zke{l ) ck-1la, o0t Ay,...,An€€ et c1,...,cn € Ry

Déf. Pour tout A€, onpose [, sdu=37 ;| cp- p(AxNA)= [, s(x)du(z).
On a la convention 0 x co=0. L

a notation du est une notation symbolique commode, on pourrait écrire du(z), ou u(dx), ou un
certain nombre d’autres écritures.

Cette écriture suggére que l'intégrale ne dépend pas de 1’écriture particuliére de s comme somme.
Cohérence de la définition de fA sdu.

On pose s(E)={71,72,...,7p} avec 7; < vyi+1. Pour tout € {1,...,p}, on pose B;=s"1({y}) €€,
etonas=>7, vlg,.

Pour l€{1,...,p}, on pose [;={ke{l,...,n}:c,=~}. I,...,I, forme une partition de 1,...,n.
Bi=Uyeq, Ar Aot ANBi=U,,; AN Ag.

iwIl

Zle 'Yl:u(BlmA) 225;1 Zke[l Ck:u(AmAk):Z?zl CkM(AﬂAk) = fA sdp

v

ne dépend pas de D’écriture de
s sous la forme particuliére

Propositions.
L. Vs1,80€ 84, Ve€ Ry, VAEE, [, (sitesa)du= [, sidptc [, s2dp
2. VA€E, VseSy, [, sdu= [, sladu
3. VA€, [, 1adu=p(A).
4. Si pu(A)=0, alors Vs€ Sy, [, sdu=0.
5. Soit s € Sy fixée. VA€ & on pose v(A) = [ , s du. Alors v: € — [0,00] est une mesure positive.
Preuves.

Los1=Y .1, ck 11, 2= 12, ci 142 sous la forme (x).

12



On pose Aj,1=E\U;L, A} et ch,11=0, et A7, 1 =E\UJ;2, 4% et 41 =0.

ni+1

Pouri€{1,2}7 $i= ) k=1

i )
CklA}C'

_ 1 _ 2
Sllegkgnﬁl ckLapnaz et 52*21<k<n1+1 ci' 14142 (on est sous la forme (x))

1<I<na+1

1<I<na+1

— 1 2
$1+C82= 301 chcnyt1 (kT €€l) Lajnag

1<I<na+1

Ja(sites)du=3 . 1 (ch+cc)) pl(ANALN A =3 L <h<m4l chu(An ALN

1<I<na+1

1<I<na+1

Al2)+21§k§n1+1 c%u(AﬁA,lcﬁAlQ):fA sidpu+c [ | s2dp.

1<I<na+1
2. trivial, en exo
3. trivial, en exo

4. trivial, en exo

5. v(@)=0 d’aprés 4. (ou méme par définition). Reste a vérifier la sigma-additivité de v.

On se donne B, € £, n € N, deux a deux disjoints. On se donne s sous la forme :
$ =21 <k<p Ck 1, sous la forme (*). On pose B=J,,~, Bn-

v(B)

Etape 2.

I
e

N
2
=

Soit f:E— [0,00] une fonction E-mesurable.

sdu

BN A,
:I_ln,eNBnmAk

Ck ,LL(A}C n Bn)

e
Il
—_

T
M
3
3
WV

o

NE

Ck ,LL(A}C n Bn)

3
WV
=]
e
Il
—_

V)
IS
=

53\

N
~
W s
3

<

3
WV
[=}

3
V
[=}

Déf. VA€, on pose [ , fdu:sup{fAsdu;s€S+ telle que Vo € A,0< s(z) < f(z)}

On voit que cette notion d’intégrale étend celle de ’étape 1.

Propositions. Soient f,g: E— [0, 0], deux fonctions £-mesurables.

1. Soit A€é&,si f<galors [, fdu< [, gdp

[\]

. SiVzeA, f(x)=0alors [, fdu=0

3. Si u(A)=0, alors fA fdu=0 (quelles que soient les valeurs prises par f)

1N

cJy fdu= [ fladp

13



5 VeeRy, [, cfdu=c [, fdu

Preuves. En exercice.

Théoréme de convergence monotone. Soit f,: E — [0, o], n € N une suite de fonctions &-
mesurables. On suppose que f, < fr+1. Alors lim? f,, = f =supnen fr converge ponctuellement et

/mmmw:mm/nw
E n—oo JE

Preuve. On pose f=sup f,,: F—[0,00], f est E-mesurable et f=1im,,_,~ f, ponctuellement.

Comme on a 0< f, < fry1 < f, en intégrant cette inégalité contre pu, on a :

| twins [ furdns [ fau

Onadonclim [, f, du< [, fdp. Reste a montrer I'inégalité contraire. On va pour cela revenir
a la défintion de l'intégrale des fonctions positives.

Fixons a €]0,1[ et s € Sy telle que s < f.

Onpose E,={z€E: f,(r)>as(x)}. Ona E,CE,41. Ona E, =FE (a vérifier en exo).

neN
La fonction f, —as: E—RU{+o00} est bien définie, et est E-mesurable (exercice!).
En=(fn—as)71([0,00]) €E.

Ve € E, fu(z) = fulz)1g,(z) 2 as(x) 1g, ().

En intégrant cette inégalite, on a [, frndu> fEn, fandu>a fEn, sdu

Si on pose v(A) = [, s du, on sait que v est une mesure, donc v(E) = Z/(Un>0 E,) =
lim,, - 400 p4(Er) (par une propriété élémentaire sur les mesures).

Donc limefndM>alimnﬁoofE sdu=a fEsdu En passant au sup sur s €S, tel que s< f,
on alimt [, fndu>a [, fdyu. On prend le sup sur a €]0,1[, et on a :

lim 1 nw>/fw
n—+o0o E E

CQFD. O

Proposition. Soient f, g: E— [0, 0] des fonctions £-mesurables. Soit ¢ € Ry. Alors :

/g(f+cg)wu=/gfdu+c/ggdu

Preuve. On applique la grande idée de Lebesgue, 'approximation par une suite de fonctions

étagées croissantes.
Soient s, s;, € S+ telles que 0 < s, < sp41< f,0< 8, < 57,41 < ¢, limTyo0 8= f et im0 8, = ¢

On sait que [, (sn + csp) dp = [, sndp+c [, s, du. On passe a la limite grace a la
convergence monotone. [J

Théoréme d’interversion X/ [ positive. Soient f, : E — [0, oo], n € N des fonctions &-

mesurables. Alors :

n=0

14



Preuve. On pose g, = Zogkgn fr: E— [0, 00], E-mesurables. On a g, < gp+1 et lim g, =
> n>o Jn par définition.

f > fn)du:f (lim g,,) du hmf gnd,ufhmzo<k<nf frdu

Théoréme (lemme de Fatou). Soient f,: E— [0, 00], E-mesurable. Alors :

/ (hmlnffn du<hm1nf/ fndu
E n—-+oo

Preuve. On pose g, = SUPp>n fp On a 0< gn < Ggnt1, gn < fr et imTy s oo g = liminf, o fr

[ (timinf f) dpu= [ (limctgn) dp
fndp

conv. monotone

conv. monotone

i mTf gn dp=liminf, _, o f gn dp < liminf, _, o f

Notion de p-presque partout

Déf. Supposons que une propriété P dépend de x € E. On dit que P est vérifiée p-presque partout
(abbrégé en p-pp) s’il existe N € € tel que u(N)=0 et Vo € E\N, P(z) est vérifiée.

Ex. f=g p-presque partout signifie qu'il existe N € £ tel que u(N)=0 et Vo € E\N, f(z) = g(z).

On suppose que [, g: E— [0,00] sont £&-mesurables. Dans ce cas, f = g u-presque partout implique :
VAeE, [, fdu= [, gdp

Preuve. [ fdu= [, gdu=0,or ANN CN donc u(ANN)=0. Donc [, . fdu=0=
Jann 9dpie [ 5 flanndp=0= [ glanndpu

J i fdu=[ fQann +Lanm\w) dp= [, flanndp+ [, flan@\w)dp
—_—— ——

=0 =91lan(E\N)
Ex. lim,_, o fn= f p-presque patout signifie que f=Iliminf f,, =limsup f,, p-presque partout.

Propriétés. f: E— [0, 00] E-mesurable.
1. Si fE fdu=0 alors f =0 p-preque partout
2. SifE fdu < oo, alors f < oo p-presque partout

Preuve. On pose A, ={f2>227"} €&, AnCAnsret U, 5, An={f>0}

Ona: f>2""14,, dou en intégrant : [ fdu>2""pu(A,), on a donc Vn, u(A,) =0
———

<0
p({f>0}) = (U, 50 An) <X, en #(An) =0
p({f >0}) =0 signifie que f=0 p-presque partout.
La preuve du 2. se fait pareil, laissée en exo.
Mesures a densité

Propostion. Soit f: E — [0, oc] une fonction £-mesurable. Pour tout A € £, on pose v(A) =
fA fdu. Alors :

1. v:£—10, 00| est une mesure positive appellée mesure ayant une densité f par rapport a p,
et elle est notée en générale v = fu (on note parfois dv= fdu)

2. Si g: E— [0, 00], E-mesurable, alors [, gdv= [, fgdpu.
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Preuves.
1. v(@)=0. Soit A, € E,n >0, deux a deux disjoints.
On pose A= UneN A,. 1,4:27120 1a,.

v(A)= [, fladp= [, (X, 50 f1a,)du=3", 5, [ 5 f 1a,du, donc v est une mesure
. :V(An)
positive.

2. Il existe ¢, € Ryet B,€&,n >0 tels que g=>_ ¢n 1B, (lemme technique).

n>=0
[ g dv = Zn>0 Cn fE 1p, dv = Zn>0 en v(Bp) = Zn>0 fE f 1p, du =
fE f(Z cnan>d,u
=g

Lemme. Soient f,g: F— [0, 00] E-mesurables. On suppose que VA €&, fA fdu < fA gdp, alors
si p est sigma-finie on a que f < g p-presque partout.

Preuve. On suppose d’abord p finie. On pose pour a <b, Agp={9<a<b< f}.
Aap=9710,a]) N f1([b,x]) €E.
gla,,<aly, ,<bly, < f1la,, Enintégrant :
an,b gdu <ap(Agp) <bp(Aap) < an’b fdu ; donc :
>/ Aampothése
ap(Aa,p) =bu(Aqp), et comme a#b et p(Aq,p) <oo, on aVa,beR avec a<b, u(A,p)=0.

{9<f}=U, per+ Aab€’.
a<b

p{g<fh< Za,bé]Pﬁ w(Aqp) =0 donc f < g p-preque partout.
a<b

Maintenant, dans le cas ou pu est sigma-finie : il existe F, € £,n €N tels que u(E,) <o et E,, C

Eniiet E=J,,5 o En On applique le cas précédent a u(-NEy) ([ , fdu(-NEn)= [, . fdpu,
etc.) !

Corollaire. Si f, g: E — [0, co] £-mesurables, et si u est sigma-finie, alors fu=gu< f=g p-
presque partout.

Preuve. Sens direct : immédiate car fu= g p implique fA fdu= fA gdy pour tout A€ &, on
rajoute le lemme précédent. Sens indirect : déja fait.

2013-10-07

Etape 3.

Déf. Soit (E, £, p) un espace mesuré. Soit f: E — R. Elle est dite p-intégrable si elle est &-
mesurable (Va € R, {f<a}€&) etsi [, |f|du<oo.

Notation. On note L!(E, &, u) Pensemble des fonctions u-intégrables.

Soit f€ LYE,&,p). On pose fi=max (0, f) et f-=max (0,—f). Ona f. <|f|et f_<|f| car
| fl=f++ f=, et f=fr— f-. Donc fi est E-mesurable.

0< [, fedu< [, |fldu<oo. On pose :

AfdMZAerdu—Af_du,Aee
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Propriétés.

1. fA fd,u:fEflAdu

[\

w

N[ Fln] < [ 1Fld

. f,9g€LYEE pn) et ceER, alors f+cge LYE,E, n) (on a un espace vectoriel), et

/E(f+cg)du=/Efdu+0/Egdu

4. f,ge LYE,E, u) avec f < g, alors [ 5 fdu< [ gdp (positivité de Vintégrale)

5

. Si u(A)=0alors Vfe LYE,E, ), [, fdu=0.

Preuves.

1. Trivial, en exercice

: ‘fEfdM‘:’fEf+du_fEf_du’< fEf“‘dM
20

< plrdut [ f-du=

| -
20

SiceRY, [cfdu=c [, fducar (cf)x=cfs.
SiceR7, (cf)r=lc|f-et (cf)-=]c|f+

Linéarité : si f, g€ LYE,E, pn), f=f+r— f-et g=g+ —g_. On pose h= f + g, que
l'on écrit h=hy —h_=fr— f_-+g+—g—_,ouencore hy+ f_+g_=fy+g++h_. Par
linéarité de l'intégrale pour des fonctions positives :

[ hydp+ [ fodp+ [ g-dp= [ h_du+ [ frdu+ [ g+dp

On a maintenant [ (f+g)dp= [ hdu= [ hydp— [ h_du= [ frdu+ [ g+dp—
J f-dp—[ g-dp=[ fdu+ [ gdp.

[ g 1fldu

| f4egl<|fl+]ellg] donc f+cge LN E,E, p).

. Si feLYE,E,u)et f>0, alors fE fdu>0. On applique sur g — f.

. Trivial & partir du cas positif (en exo).

Intégrale de fonctions complexes.

On se donne f: E— C une fonction £&-mesurable. On note |- |: € — R le module (c¢’est une fonction
continue). | f| est £-mesurable. On note :

El(E,E,,u):{f:E—HD E-mesurable:/ |f|d,u<oo}
E

Re, Im : C — R sont des applications continues. Si f € L1(E, &, i), alors Re f et Im f sont des

fonctions & valeurs réelles £-mesurables. Par ailleurs, |Re f| < +/(Re f)?+ (Im f)? =|f|, de méme
avec Im f, donc Re f,Im f € LY(E,&, p). On pose :

[ gdu= [ e(r)dn+i [ 1)

17



On vérifie (en exo) que si f,g€ LY (E,E, u) et c€C, on a :
o | Fdul <[, |fldp
o [, fdu= [, fladu
o fhcgel (B, & p),alors [, (f+eg)du= [, fdutec [, gdu
e Sipu(A)=0alors [, fdu=0.

Théoréme de convergence dominée (Lebesgue).

On se donne (E, &, ) un espace mesuré.

Soit f,: E— C,n € N une suite de fonctions £-mesurables. On suppose que :

1. Il existe une fonction f:FE — C telle que lim,,_, » fn = f pu-presque partout.

2. Hypothése de domination : il existe g € LY(E, &, p) telle que Vn € N, | f,,| < g pu-presque

partout.
Alors :

L f, fnelY(E,E p),neN

2. lim [ |f— fuldu=0
E

n— oo

3. lim fndu:/ fdu
E E

n— oo

Preuve.

[ful<g= [ [faldu< [ gdp<oo

En passant a la limite en n, on a | f| < g p-presque partout. On a donc [ . |f|du < oo, ce qui

implique donc le (1).

Comme | [ fdu— [, fodu| < [ |f = faldp, on voit que (2) = (3). Montrons (2) :

On pose h,=2g—|f — ful 20, h,, est E-mesurable. On a lim,,_, o h,, =2 g p-presque partout.

On applique Fatou :

/di,u = /nli_{réohn

= /l(iminfn_>OO hy) dp
Fatou
< liminf / hy du
n—+oo

liminf/hndu = minfn%m(/ 2gduf/ Iffnldu)
n—+oo E E

= /2gdu—limsup/ |f — fuldp
E E

n—r 00

/2gdu < /2gdu—limsup/ |f — fuldp
E E n—oo E

Donc 0 <limsupp—oo [ |f — fn|dp <0, donc limy, o [ |f — fr|dp. O
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Théoréme (interversion Y. /[ L').
Soient f, € LY(E,E, p),n €N telles que Y o [ |fuldp <oo. Alors :

1. Pour p-presque-tout x € E, - _ . fn(x) est absolument convergente et il existe h € L!(E,
&, p) telle que h=3" _\ fn p-presque-partout.

2. / h— (fot -+ fa)ldp———0
E

3. /E(Z fo)du=>" /Efndu

n=0
Preuve. On pose g=3_ \ |fu|: E—[0,00]. Par interversion ) /[ ,ona:

Jp9dn=3%cx [ g |fuldp NS )
par hypothése
Par une proposition précédente, 0 < g < co u-presque partout.
On pose N =g ({oc}) €&, ona u(N)=0et Vo e E\N, g(x) < oo, c’est a dire que - fn(x)
est absolument convergente.

On définit h: E — C par h(xz) = 37,2 (ou n’importe quel réel) si z € N, et si x € E\N alors
h(z) = liminf, o (>, _, Re (fx(z))) + 4 liminf, oo (3} _ Im(fr(x))). h est E-mesurable et
h=>" fn p-presque partout. |h|<g= [ |h|dp <oc. Cela montre (1).

Pour le (2), on pose h,=3_p_, fr, E-meurable avec |h,|<g et h, — h p-presque-partout.

n— o0
Par convergence dominée :
/ h—holdp —— 0
E n—oo
/hdu = lim hypdp
E n— 0o 5
Z foldp = lim Z/ frdp
AE <n>o k=0
= Y [ fuan
n>0 v E

Lien avec l’intégrale usuelle

Soient a,b€ R tels que a<bet f:[a,b] =R continue. La formule de la somme de Riemann s’écrit :

b bfan_1 b—a
L f(t)dt:nlin;oT;O f(a+k - )

Veérifions la concordance de ce cas particulier avec notre définition.

a n

e Posons : fu(z) = f(‘hL {"%Jbi—a)

o Sin+k<r<(k+1)27%+a, alors fn(z):f(a+kb_“).

n

Notons I, = [aJr kb_Ta, (k+ l)b_Ta+ a{, ils sont disjoints deux a deux et (J;'—} I, 1 =[a,b[.
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-1
Lao[=> o 11

e [ est bornée sur [a,b] : Ic€e RT:Vz € [a,b],|f(z)|<c.

|fn| <c
o lim, . fu(z)=f(x)

o f[a,b[ cdl=cl([a,b))=c(b—a) <0

fadl = fndl
la,b] [a,b]
= : fn1qppdl
i
= fnlg, dl
k—0 Ylab[
= > fu(z)dl
k=0 /In.k

b—ax—=n—1 b—a

o Sp =200 (a4 KSY)

fn est mesurable car étagée : f, = 22;01 f(aJr kbfTa) 17,

. b
donc lim,,_, f[a,b[ fndl= fa f(t)dt
Par convergence dominée sur ([a, b[, B([a,b[),1), lim, e f[a b fndl= f[a b fdl
b
Donc f[a,b[ fdi= [ f(t)dt

Remarque : u({a})=p({b}) =0, donc f[a,b[ fdl:f[a’b] fdl:f]a,b[ fdi.

Théoréme. Soit f:[a,b] — C continue. Alors elle est mesurable et Lebesgue-intégrable, et :

On retrouve donc notre définition habituelle de I'intégrale.

Remarque : on peut utiliser des notions trés variées pour I’élément d’intégration car ¢a n’est pas
important. Par exemple, dl, I(dx), di(x), etc.
Séries et intégrales : c’est la méme chose.

Déf. Soit a,, € R,n € N. On dit que la série de terme général (a,,) converge si lim,_, ZZ:O an,
existe, et on note alors cette limite ) - an.

Déf. La série de terme général a,, est absolument convergente si ) . lan| < co. Cela implique
> >0 @n converge (car R est complet).

On peut voir notre suite comme une fonction a: N — IN.
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On se rappelle la mesure de comptage : #:Ar—;P%(kﬂi):cgd A (N,P(N),#) estun espace mesuré.

(an) est absolument convergente ssi [ |a|d#<oo : a est #-intégrable.
Dans ce cas, Y a,= [ ad#.

Exemple. a, € [0, oo]. lim,1 Y . an ™" = >~ an € [0, oo]. Convergence monotone :
anr™ L ap(r)™ r<r.

2013-10-08

Mesures images

Déf. Soit (F, £, u) un espace mesuré, (E’, £') un espace mesurable, f: E — E’ qui est (£, £)-
mesurable, et on pose VB € &', v(B) = u(f~1(B)). Alors : v: E' — [0, 00] est une mesure positive :
c’est la mesure image de p par f. Notation : v=po f~L.

Preuve. f~1(@) =9, donc v(@) = () =0.

Soient B, € £’,n € N deux a deux disjoints. f~(B,),n € N sont deux a deux disjoints.
Unso f71(Br) =" (U, Bn)

V(Unso Bn) =1(f 7 (U0 Bn)) =1(U,so £ (B) =2, 50 #(f 71 (Br) =3, 50 ¥(Bn)

Exercice. La mesure de Lebesgue est invariante par n’importe quelle translation.

Théoréme (dit de transfert ou de changement de variable abstrait). (F, &, u), (E', &),
f:E— E' mesurable, on pose v=po f~1. Alors: he LY(E',E,v) & ho fe LY(E,E, u), et on a :

/E h(y) v(dy) = [E h(f(x)) p(dz)

On a un énoncé analogue pour h: E' — [0, o).

Preuve. On commence par le cas h=1p avec B€&'. h(f(z))=1p(f(z))=15-1p)(2).

J o M(f @) dp) = [ 5 1p-1p) (@) plde) = p(f~1(B) =v(B) = [ , 1s(y) v(dy)

Soit h: E'— [0, 00] £’-mesurable. D’aprés le lemme « technique », 3¢, ERT et 3B, €E’,neN
telles que h=3%_ _\ cnlp,

fE ho fduzZneN cnfE anofd;L:ZneN cnfE, 1p dv= fE, hdv
Variables intégrales réelles : prendre parties positives et négarives, on se raméne au cas positives.

Vairables complexes : parties réelles et imaginaires et on se raméne au cas réel.

Intégrales & paramétres

Théoréme de continuité. Soit (Y, d) un espace métrique, (E, £, pu) un espace mesuré, et
f:Y x E— C. On suppose :

1. VyeY, f(y,): E— C est E-mesurable
2. Pour p-presque-tout x, f(-,z):Y — C est continue.
3. Nlexiste g€ LYE,E, u), Vy €Y, f(y,z) < g(x) p-presque partout pour .

Alors : F(y)= [, f(y, =) p(dz) est bien définie de Y dans C et elle est continue.
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Preuve. d(y,, y) f(),

{ (f(yn, 7)) < g(x)

Convergence dominée : F(yn) = [ f(yn, = (dz)ff fly,x) p(dz) = F(y)

p-presque partout.

Théoréme (dérivation sous l’intégrale). (E,&, i) un espace mesuré, I un intervalle ouvert de
R. f: 1 x E— C. On suppose :

L Vyel, f(y,-) e LYE,E, p)

2. Pour p-preque tout x € E, y— f(y, ) est dérivable
of

On note sa dérivée a—y(z, Y)
3. dge LYE,E, 1) ) g—y(z, y)‘ < g(z) p-presque-partout
Alors : =[.f 5 p(dx) est bien dévinie et dérivable sur I, de dérivée
of
F'(y z,y) u(de
= [ Fwna)
Preuve. En exercice.
Exercice. On admet provisoirement que fj;o e~¥dr=+/m. Calculer F(u)= j:j elur =% dg

II. Mesures produits. Théoréme de FUBINI.

Probléme. On a deux espaces mesurés : (F1, &1, u1) et (Eo, £, p2). On veut construire p sur
E1 x E3 telle que (A x B) = u1(A) pe(B). Clest une généralisation de « l'aire ».

Déf. (Eq,&1) et (Ea, £2) deux espaces mesurables.
1. On note P={A x B; A€ &, B €&}, que 'on appelle ensemble des pavés de Ey x Es.
P est un pi-systéme (en effet, (A x B)N(C x D)=(ANC) x (BND))

On pose & ® E2=0(P). & ® &, est appellée tribu produit de & et E; sur Ey X Fs.

2. On note 71 : B1 X Ea — Ey, (z,y)— x et ma: E1 X Ea— Eq, (z, y) — y les deux projections
canoniques. 7 est (€1 ® &, &1)-mesurable et 7 est (E1 @ Ea, E2)-mesurable.

&1 ® &5 est la plus petite tribu sur F; X Es rendant mesurable w1 et .

108 =) {5 tribu sur By X E» telle que g Eg: 23222}

T HA)=AXEePCERE

Notation. Soit C' C Ey x Ey et (z,y) € Ey X E. On note CL ={y’ € Fy: (x,y’) € C'} la premiére
section de C' en z. De méme on note Cj = {z’ € E; : (', y) € C} la seconde section de C en y.
Attention : Cj C By et Cp C E\.

Théoréme (existence des mesures produit). Soient (E1, &1, n1) et (E2, o, p2) deux espaces
mesurés. Soit C' € E1Q® Ey. Alors :

1. V(z,y) EE1 X Ea, ona Cre€&set Coe &y
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2. Si p et pg sont sigma-finies :

x € By po(C1) est £-mesurable ;

y € Ear j11(C2) est Ex-mesurable.

3. Si u1 et uo sont sigma-finies :

/| () () = /| (€3 nldy)

On note u; ® us cette derniére quantité.

4. Si pq et po sont sigma-finies :

11 ® pro: €1 ® E— [0, 00] est 'unique mesure positive sur & ® & telle que VA € &1, VB € &,
on ait M1 X ,U,Q(A X B) = /Ll(A) ,U,Q(B)

Preuve.

(1) Fixons x,y € By x Ey. On pose G={C €&, @& tq CLe&s et 05651}
Ac&, BE&,. (A><B);:{y/eEQ:(x,y’)eAxB}:{gz;;gg

(A x B)L€&,. Pareil, (A x B)} €&.

PCg

On vérifie facilement que G est une tribu. P C G C & ® & et G est une tribu. Or
o(P)=£&1®&s, donc G =& ® &y, ce qui montre le (1).

(2),(3),(4) Dans le cas ou p1 et uo sont finies, preuve de (2).
On pose L={C €& REy:x € By — po(Ch) est -mesurable}
pa((A x B)L) = pa(B) 1a(z), o+ pa((A x B)}) est & -mesurable
Donc P C L.
On vérifie que £ est une classe monotone :

o FEixEy,ePCL

o C,DeLtelsque CCD,CLlc DL ; DI\CL=(D\O)}

Hz((D\C)alc) = Mz(Dalc\C;) = M2(D;) - ,UQ(C;)

x> pz((D\C)L) est la différence de deux fonctions £;-mesurables, elles donc &;-
mesurable. Donc D\C € L.

o Soient C,, € L,n €N tels que C),, CCpy1.
(Cn)z € (Cnt1)z et (U, en Cn)e=Uen (Cula

,UQ((Ungo Cn);) = :UQ(Un>0 (Cn)alc) =limy o0 M2((Cn)alc)

r e FE— ,ug((Un>0 Cn)i) est la limite ponctuelle de fonctions &;-mesurables,
elle est donc elle-méme &;-mesurable.

Donc Un>0 Cp,eL.

o L est donc une classe monotone.
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P C L, P est un pi-systéme et L est uneclasse monotone. Par le théoréme de la classe
monotone, & ®E=0(P) CLCE @&y, done L=E; R Es.

x> 12(C1) est £-mesurable YO € & ® £2. On raisonne de méme pour y+— ,ul(Cg). Cela
montre donc le (2).

e Preuve du (3) : (u1 et p2 sont toujours finies)
On pose £'={C €& [, p(Ch) m(dr) = [, m(C2) pa(dy) }

p12((A x B)3) = p2(B) 1a(z) et p1((A x B)j) = p1(A) 1p(y)

[ 5 r2((Ax B);) pn(da) = pa(B) [  Law) pa(de) = pa(B) pa(A)
J g m((Ax B)y) pa(dy) = 1 (A) [ 16(y) pa(dy) = pa(B) pa(A)
Donc PC L'

L’ est une classe monotone (exercice : & un moment il faut utiliser le théoréme de
convergence monotone).

Par le théoréme des classes monotones, & ® Ea=0(P) C L' C & R &y, donc L =E1 R &y,
ce qui montre (3)

e Preuvede (4) : on pose 1 ® us(C) = fEl p2(CL) pa(de) = sz pa(cy) pa(dy) VC €EIREs
1 @ p2(2) =0

Cn€& ®E,neN deux a deux disjoints. Vo € B, (C,,)L,n € N sont deux a deux disjoints.
On rappelle que (UneN C’n)i =U,en (Cn)

@ p2(Upso (Co)z) = [, 12(Upso (Cn)a) m(de) = [ p2((U,50 Cn)y) pa(da) =
T, (Cnen #2((Cn)2)) m(dz) =30 [ 5, #2((Cr)z) p(dz) =32, o 11 ® p2(Cr)

f11® p2(Er % E2) = 1 (E1) pa(E2) < oo

o Siv:& ®& — [0, 00] mesure positive telle que v(A x B) = v(A) v(B) pour A € &; et
B e &, alors VC € P,v(C) = 1 @ pa(C).

Donc v = 1 ® po par unicite du prolongement des mesures. On a montré 'unicité de
11 @ pa.

e Cas ou pup et uo sont sigma-finies : il existe A,lg € &1, p € N partition de Eq, et A¢21 € &,
q €N partition de E», telles que p(A}) < oo et u(A2) < oc.

On pose pi1,p=p1(-NA}) et pio g = p2(-NA2), et on pose j3 ® M2:Zp7q€N H1,p ® H2 g
On verifie (1), (2), (3).

Lemme. (Ey, &) et (Ea, &) deux espaces mesurés. f: By X Ey — [—00, 0o] ou € une fonction
&1 ® Ey-mesurable. Alors :

VeeFEy f(x,-):Ea— C est E;mesurable
YyeEy f(-,y):E1— C est &-mesurable

Preuve. B € B(C).

(flz, )M (B)={yeEx: f(z,y) € By ={y € Ea: (z,y) € fT'(B)} = (f1(B))z € & par le
théoréme précédent.
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Théoréme(s) de FUBINI. (Eq, &1, 1) et (Eg, &, pua) deux espaces mesurés. On suppose que i
et po sont sigma-finies. f: E; x Ey — R ou C une fonction £; ® E-mesurable.

1. Fubini positif. On suppose que f: Eq X Fy — [0, oo] est une fonction £; ® E;-mesurable.
Alors :

a. y€ FEyrs fEl f(z,y) p1(dz) est Ex-mesurable

reFE— sz f(z,y) pa(dy) est E1-mesurable

b. On a la formule (%) :

/Ele2 [ du ® pp = /E1 ( . flz, y) m(dy)) pa(dz) = [EZ ( 5 e,
D ne) ) )

2. On suppose que f:FE; x Es— C et que fE1><E2 |fldp ® e < oo
Alors

a. Pour po-presque-tout y € FEa, f(-, y) est ui-intégrable

Pour pi-presque-tout = € By, f(x,-) est uo-intégrable

b. ye By | et (2, y)p1(de) est définie ug-presque-partout et est po-intégrable.

Meéme énoncé sur 'autre coordonnée
c. On a la formule (x).

Preuve. (1) Si f=1¢, C €& ® &, c’est le théoréme d’existence des mesures produit.

Lemme technique : Ja, € R4,3C,, € £E1 @ E,n €N tels que f=) anlc,,.

n=0

y € For— ,ul((Cn)i) est £;-mesurable.

fE (z,y) pa(da)=>" anﬂl((cn):l?/)

Donc y — [ B f(z, y) pi(dz) est une série de fonctions Ex-mesurables, elle est donc Es-

mesurable.

fElez Jdp @ pe = Zn>o an 1 ® p2(Cp) = Zn>0 anfEl /L2((Cn)alc) pm(dr) =
[ b, (S0 antal(Co)2)) i) = [, ([ g, £ v)naldy) ) ).
Meéme raisonnement sur 1’autre coordonnée.

(2) On suppose f: E; X Es —» R, & ® Ex-mesurable, tele que fE « Ey [fldp ® pa < oo, on a
donc fE x Eo fﬂ:d/’[’1®l’[’2<oo

Par Fubini positif, fEl (fE2 fx(z, y)ug(dy))ul(dx) <00

Donc pour pi-presque tout z € By, x> fE2 fe(z, y)pua(dy) est bien définie et pqi-intégrable.
Cela implique 2.a, 2.b et 2.c. OO
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Lemme. Soit(F, &, u) un espace mesuré. On suppose que p est sigma-finie. On note I: B(R) — [0,
o] la mesure de Lebesgue. Soit f:E— [0,00], -mesurable. Alors [ fdu= fooo p({f>a})di(a)

Preuve. [, f(z) = [ p (fof(””) I da>) = [ 5 (e Lousoy Uda))p(da) =
S purs M@y eExR: a<f(z)}ﬂ(d$ )@l fR+ n({f>a}).

(idée de preuve a retenir).

D={(z,a)e ExRT:a< f(z)}. Il faut prouver que D € £ @ B(R™), c’est le seul point & vérifier.
On pose Ay =, [ (K277, 00]) X [0,k27"[€ EQB(RT). A,CD.

Unen An€E @ B(RY).

Soient (z, a) tel que a < f(z), alors 3k, n tq a <k 2" < f(z), donc (z,a) € Y
D=U,en An€E@B(RT).

neN A,,, donc

Produit fini d’espaces mesurés

Soient (E;, &;, ui),1€{1,2,3} trois espaces mesurés avec p; sigma-finie.
On identifie F1 x (Eq x E3) avec (Eq x Ea) x E3.

On construit & ®EQE3=(E1Q0 &) R E3=E @ (E2®E3).

On définit 1 ® p2 @ pz= (1 @ p2) @ p3 = p11 @ (12 ® p3).

Par récurrence, si on a n espaces mesurés sigma-finis, on définit £ ® --- RE, = (E1 @+ RE, 1) @ En
et i1 @ Qpn = (1 @+ Q1) @ fin-

Notation. Si (E, &, p) = (Ei &, i)ie{1,...n}> on note " = Ey X - xEyp, £ @ -+ @&, = E¥" et
(1 ® e Dty = ™

Déf. Soient (E;, &;, pi),i €{1,...,n} des espaces mesurés sigma finis.

1. On pose P={A; X Ag x -+ xAp; A;€&;,i€{l,....,n}}. Clest le pi-systéme des pavés. On a
o(P)=&® - RE,.

2. Sion note m;: By X - XEp, — E; (21, ..., Tn) > Ty, alors m; est (€1 Q@ --- ®E,,, E;)-mesurable.
&1 ® - ®E, est la plus petite tribu rendant mesurables les projections canoniques.

3. U1 ® -+ @y, est Vunique mesure telle que g ® -+ @pui(Aq X -+ X Ap) = pu1(Az) -+ pn(Ay) pour
tous A;€&;,i€{1,...,n}.

I1.2. La mesure de Lebesgue sur IR"

Topologie engendrée
Soit E un ensemble muni de topologies 7; CP(E),i € I. Alors [, i est une topologie sur £ (la
vérification est triviale).

On peut donc définir la topologie engendrée.

Déf. Soit R C P(E) une classe d’ensembles (quelconque). On note 7(R) =11, o1ogic tq RCT 7 -
7(R) est une topologie, c’est la topologie engendrée par R.

Soit (E,d) un espace métrique. On note Bgy(z,r)={y € E:d(z,y) <r} la boule ouverte de centre
x et de rayon 7.

26



Sion note R={By(x,r);z € E,r € R}, on a que 7(R) =Ty (la topologie engendrée par la métrique
est la topologie engendrée par les boules ouvertes).

Attention : Br,(F) (la tribu des boréliens en prenant 7; comme topologie) en général n’est pas
engendrée par R. Mais on peut y arriver dans un espace séparable :

Lemme. Soit (E,d) un espace métrique séparable, c’est-a-dire qu’il existe une suite =, € E,n € N
dense (dont tout point de E est limite extraite). On pose :

R={Ba(zn,q);n€N,q€Q}
R est dénombrable. Si U est un ouvert de E (pour la topologie Ty), alors il existe B, € R,n € N
telle que U=J,, .y Bn-
Cela implique que 7(R) =74 et que B(E)=0(R).
Preuve. U ouvert &Vz e U,3r, >0 tel que z € By(x,r,) CU.
Il existe n(z) € N et g(z) € Q4 tel que 2 g(x) <7y et d(x, Ty(n)) < q(2).
Donc = € By(%n (), ¢(z)).

Soit y € Bd(zn(z)v Q(z))v alors d(:L', y) < d(:L', xn(z)) + d(xn(z)v y) <2 Q(x) < T(:C)7 donc
z € Ba(Tn(x), ¢(x)) C B(x,75). On adone U=,y B(Tn(a), ¢())-

Comme R est dénombrable, il existe B, € R,n €N tel que U=J, . Bn-
RCB(E), c(R)CB(E).
TaCo(R), donc B(E)=0(T4) Co(R), on a donc o(R) =B(E).

Déf. (E,T) et (E’,T') deux espaces topologiques. La topologie produit sur E x E’ est la topologie
engndrée par {U xU";UeT,U'eT'}.

Prop. (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques séparables, dont les tribus boréliennes sont notées
B(E) et B(E'). On munit E x E’ de la topologie produit, et on note la tribu borélienne associée
B(E x E’). Alors :

1. La topologie produit est une topologie métrique séparable (elle correspond a une certaine
distance sur I’espace produit).

2. B(ExE")=B(E)® B(E').
Preuve.
1. Sur E x E’, on définit une distance D((z,z’), (y,y")) =max (d(z,y),d'(z’,y’)). On vérifie
que D est une distance.
Montrons qu’elle correspond a la topologie produit :
Bp((x,z’),7) = Ba(x,r) X Bar(x', 7).

On a z,€ E,pe N dense dans F et g€ E’, g €N dense dans E’. Alors (2, y4),p, ¢ €N
est dense dans F x E’ pour D.

Posons R = {Bq(xp, r) X Ba(zy,r);p, ¢ € N,r € Q4}. R est inclus dans la topologie
produit.

Soit V' un ouvert de Tp. Par la proposition précédente, il existe B, € R,n € N telle que
V= UneN B,. On a donc que Tp est inclus dans la topologie produit.

On montre aussi que YU € T,VU' € T/, U x U’ € Tp (laissé en exo), donc Tp est la
topologie produit.
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2. Par ailleurs, R C B(E) ® B(E’). Donc 0(R) = B(E x E') C B(E) ® B(E'). Montrons

I'inclusion inverse :

On pose £ ={A x E'; A€ B(E)}. £ est une tribu sur E x E’. Elle est engendrée par
{U X E’;U ouvert de E'}, or U x E’ est un ouvert produit, donc & C B(E x E’).

On pose &'={F x B; BEB(E)}. De méme, &' CB(E x E').
VAeB(E),YBeB(E'),ona Ax E' et Ex BEB(E x E").
Donc Ax B=(Ax E')N(E x B)eB(E x E'). Donc B(E)® B(E") CB(E x E').
Corollaire. B(R"*™)=B(R") ® B(R™).
Cubes diadiques. On fixe p € N, on note ;

Cp= {H (ki 277, (ki +1) 2_p[;k1,...,knez}
i=1

Cp est 'ensemble des cubes diadiques de coté 277 de R™. On pose :

c=1{J ¢

peN
Lemme. Soit U un ouvert de R™. Pour tout § > 0, il existe un entier po € N tel que 2770 < § et

tel que U soit une union dénombrable de cubes diadiques de Up>p0 Cp, deux-a-deux disjoints, et
dont I’adhérence est contenue dans U.

Preuve. Si ¢ > p, alors tout cube de C), est union finie de cubes de C; deux & deux disjoints.
SiCelyet C'eCy, q>p, alors ou bien CNC’'=g, ou bien C C C".
Soit & = (21, ..., ) € R™. Notons C(z,p) =[], [27P[2Px;],27P(|2Px;| +1)[eC.

z €U, on note p(x) =inf{peN:C(z,p) CU}. U=,y Clz, p(x)).

I1.3. Mesure de Lebesgue sur R"

Déf. On rappelle que I: B(IR) — [0, oo] est la mesure de Lebesgue sur R. On pose I, =" : c’est
la mesure de Lebesgue sur R™, B(R") (B(R") = B(R)®").

Corollaire. 1,1y =1y Q1.
() : Va1 <b1, ..., an <y, L([ar, b1] X -+ X[an, bn]) = (b1 — a1) =+ (b, — an)

et I, est I'unique mesure vérifiant ().

Théoréme. Vx € R", VA€ B(R"), on note x + A={x+y;y < A}. Alors :
1. x+ AeB(R")
2. La mesure de Lebesgue est invariante par translation :
VzeR",VAe BR"),l,(x+A)=1,(4)
3. Soit p: B(R™) — [0, o0] mesure positive telle que :

a. Ve €e R", VA€ B(R"), u(z + A) = p(4)

28



b. 3 un ouvert O borné tel que 0 < u(0) < 0o
Alors p=cl,, avec c€ R%.

Preuve. T, : R"— R", y+— x 4+ y est une application continue bijective, et TI_1 =T_,.
r+A=T"}(A) € B(R").
On pose v=1,0T ", on a v(A) =1,(x + A)

v est une mesure positive. v([ar, b1[ X - X[an, bp) = ln([ar + 21, b1 + @1[ X - X[an + Xn,
bp,+ 2n[) = (b1 — a1) - (by — ap,) donc v=1,. Cela montre les poitns (1) et (2).

On pose C'=[0,1[" et c=u(C). Soit k € Z". C; =277k +[0,277["€C,
Donc M(Cgﬁp) = N(Cé,p) = u([0,27P[™).

C'=Uopcr,<2r Cr,p, done p(C)=c=(27)" p([0,277[")

u([0,277[") =27"Pc.

O est réunion dénombrable de cubes de cotés <27P deux a deux disjoints. Comme p(O) €10, 0],
on a oo >c>0.

On se donne 11, ...,7, € R4. On pose R=[0,7r1[ X --- X[0, 7.

On note R,=[]_, [0,277|2Pr;|[= U, <o-r(20r,) Ck 2o

1<i<n
p(Rp)=2""Pc [, (287 =c[]}_, 277 [2Pr;]

R,CRy11et U Rpy=R. p(R)=lim,_, o u(R,) =cry - ry. Par translation, p([ag,bi[ X - X [an,
bul) =c (b —ay) - (b — a,), donc %u: L.

2013-10-14

I1.4. Outils de calcul intégral

I1.4.a. Changement de variable linéaire

On se place dans R™ muni de sa base caononique (eq, ..., ey,).

M e M,(R), GL,(R)={M € M,(R):det M £ 0}

Si M € GL,(R), alors M et M~ sont des bijections continues de R™.
Si Ae B(R"), M(A)=(M~1)~1(A), donc M(A) € B(R").

Soit pu(A) =1,(M(A)) =1,,((M~1)71(A)). u est une mesure positive, c’est la mesure image de I,
par M1

Théoréme. Soit M € GL,(R). Alors :
VA€ B(R"),l,(M(A))=|det M|1,(A) (%)

On a donc : Vf:R"—[0,00], |[det M| [ ., f(Mx)l,(dz) = [, f(z)l(dz)
On a un énoncé analogue pour fe LYR", B(R"™),1,)
Preuve. () implique le reste du théoréme (laissé en exo).

11 suffit de montrer (x) : on utilise le lemme suivant :
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Lemme. Toute matrice M € GL,(R) s’écrit comme un produit fini de matrices des types
suivants :

a) matrices de permutation : v:{1,...,n} = {1,...,n} une permutation, Me; = e
b) pour A\e R,Mei=XAe1 et Vje{2,....,n},Me;=¢;
c) Mei=ei+eset Mej=e;,j€{2,....,n}

Preuve. En exercice.
On note u(A)=1,(M(A)). xeR", M(x+ A)=Mz+ M(A).
e+ A) =l (Mz+ M(A))=1,(M(A)) = p(A), donc p est invariante par les translations.
Soit C'=]0, 1[™, alors M (C') est un ouvert borné, non vide. u(C)=1,(M(C)) €]0, co|.
Donc il existe ¢(M) =1,(M(C)) €]0, 0] telle que u(-)=c(M) () =1,(M-).

On a la relation : ¢(M) ¢(M') = ¢(M M’). 1l suffit de vérifier que ¢(M) = |det M| pour des
matrices du type a), b) et c¢) (en exercice). [

Conséquences.

1. Si F CR est un sous-espace affine de R" de dimension m < n, alors ,,(F) =0.
Preuve. Il existe x € R™ tel que x + F est un sous-espace vectoriel de R™. I,,(z + F) =1, (F).
IM € O,(R) tel que M(F)={z e R":zpy1="=2,=0}=G.
|det M| =1 donc I,,(M (z + F)) =1,(G).

L(G) = [ s g I 1(dy) © 1(de) T((, ) = [ s lam1(dy) [ To((y,2)) hi(de)
<hi({0})=0

2. Applications linéaires qui préservent la mesure de Lebesgue : {M € GL,(R):|det M| =1}

I1.4.b. Changement de variable géométrique

Si p:fa,b] =R est C! et Vt€[a,b],'(t)#0, alors ¢ est bijective (strictement monotone), et p~!
est aussi CL.

Vi cdm/ Fo®)) /()] 1) /f ), ot [e, d] = p([a, )

= [ fle)'(MU(dt) et F(z) = [ f()iy). G'(z) = flp(x))¢'(x) = F'(z), les

fonctlons Commdent

On va essayer de généraliser cette formule en dimension n pour [,,.

Soient U,V deux ouverts de R"™.

On note B({U)={BNU,BeBR")}=0(T,) ou T,={0ONU,0 €T}, de méme pour B(V).
B(U) et B(V) sont les boréliens de U et V.

On se donne ¢: U — V continue bijective telle que ¢ ~!:V — U est continue (c’est un homéomor-
phisme de U sur V).

Si AeB(U), alors p(A) € B(V) car (A)= (¢~ 1)"1(A).

{ B(R™)

= 1
A = l(p(4)) '

est la mesure image de I,,(-N'V') par ¢~
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On suppose que ¢ est C!-différentiable, c’est a dire que les dérivées partielles existent et sont

6(,0-; ) N
ou = .
oz 1<i,j<n’ ® (Sola aSDn)

continues sur U. On note D,p = (

On note Jacy(z) =det (Dyyp) : c’est le Jacobien de ¢ en z.

U —> R

v Jac,(x) est continue car z— Dyp € M, (R) est continue.

Si ¢ est C!, alors {

Théoréme d’inversion globale. U,V deux ouverts de R”, ¢: U — V un homéomorphisme C'.
On suppose Vz € U, Jacy(x) # 0, alors ¢! : V — U est aussi C'. On dit alors que ¢ est un C'-
difféomorphisme.

Théoréme de changement de variables géométrique. Soit ¢: U — V un homéomorphisme
C! tel que YV, Jacy,(x)#0. Donc ¢~ 1:V — U est également C* (¢ C!'-diffeomorphisme). Alors :

Vf:V—)[O,oo],/Uf(go(x))|Jac¢(x)|ln(dx):/vfdln

On a un énoncé analogue pour fe LYV, B(V),1,).
On peut noter : I,(¢(+)) = [Jacy, ()| (- NV)
Heuristique. ¢(z) = ¢(x0) + (Dgop)(x — zo) + o(||x — x0]|), ou Ly, application affine.
=Ly (z—z0)
p(B(wo,7)) = ¢(x0) + Dy p(B(o, 7))
In(@(B(zo,7))) ~ |det Dy ()] In(B(xo,7))

‘Jacw(roﬂ

I1.4.c. Changement en coordonnées polaires

On se place ici dans R2. U =]0,27[ x ]0, 00|, et ¢: (0,7) > (rcos,rsinb).
V=R?\ {(z1,72) €ER?:22=0,21 >0}
¢ est un homomorphisme C! de U sur V.

90(977") = (501(977”)’ 502(97T)>

d . P
P — _rsinf, S22 =cosd

Op2 - [ _ y s
20 o » g =7sind, =sinf. Jac,(0,r)=r+0, d’ou :

or

Vf:V—=R" avec f mesurable,/

f(rcosf,rsinf)riy(djdr) :/ fdla
10,27[x]0,00[ 14

([0,27) x RO\U = ({0} x RH)U ({2r} x R*) U ([0, 27] x {0})

l2 négligable

Théoréme. V f:R? — [0, co] mesurable,

RQ

/ f(rcos@,rsin@)rlg(dOdr):/ fdla
[0,27] xR+

Enoncé analogue pour f lo-intégrable.

Exemple. On calcule [ = f]R e_z2l1(d$).

On pose g(z,y) = e~2’=% g:R2— R* continue donc mesurable. Par Fubini :
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S e 9dla= ([ hl )(fR (dy)e=¥") =12

On pose z=rcosf et y=rsinf. On a alors 72 =224 32.
S gz 9dla= f[o,zw}x]Pﬁ e~ rly(dr df) =2 [y e~ rly(dr), on a donc I = /7.
172

I1.4.d. Changement de variables radial

B.=B(0,1), S, ={z cR":|jz| =1}.

Ts. = {8, NU, U ouvert de R"}, B(S,) =0 (Ts,) ={S.N B, B € B(R")}
Soit A € B(Sy,). On note C(A)={rz;x€ A,r€]0,1]}.

R™\{0} — S,
Soit Proj: SN S c’est une application continue. Proj~!(A4)N B, = C(A) € B(R").
lll

Déf. On définit o, : B(S,) — RT en posant ¢,(A) =nl,(C(A)). o(n) est la mesure image par Proj
de la restriction de I, & B,,. o, est appellée mesure de surface de la sphére.

Explication du facteur n. s, =0,(S,). On veut que I,(B(0,1+¢)\ B(0,1)) ~¢ s, + o(e).
(14 &), (Bp) — ln(Bn) ~nely(By) +o(e).

Théoréme de changement de variables radial. Soit f:R"™— [0, co] mesurable.

fdln:/ fr,z)ynrm =t (dr) o, (dz)
R™ Rt xSn

Avec un énoncé analogue pour f [1-intégrable.

Preuve. On pose p(drdz)=r""111(dr) ® o,,(dz), c’est une mesure sur B(R%) @ B(S,,).

s0:{]11’*“3” = RO} - =1y = (||y]|, Proj(y)).

(r,x) = rx

Soit v la mesure image par ¢! de I, : v(A) =1,(¢(A)), v est bien une mesure sur B(R}) ®
B(Sy). Le théoréme signifie que v = p.

On va utiliser le pi-systéme P={]0,a] x A;a € R}, A€ B(S,)} U{R} x S, }
Il suffit de démontrer que u et v coincident sur P.
v(]0,a] x A)=1,(¢(]0,a] x A))=1({r z;7€]0,a],x€ A})=l,(a C(A))=a"l,(C(A4)) :ianan(A)
et pu(]0, a] x A) = on(A) f]o,a] r* T h(dr) = [ W(der e den) 1aggogaecyy =
S a(de) [y bna(day o dan 1) Lzhegar  <1ogey = 0" 0n(A) O

Corollaire. f:Ri —Ry. [, f([[z])ln(dz) =0.(S f]R fr)rm=tiy(dr).

Volume des boules et des sphéres de R™. [,,(B(0,7)) =1,(B(z,r)) =r"1,(B(0,1))

On pose by, =1,(B(0,1)).

bn / ln(dxl dxn) 1{$%+"‘+1i§1}

= /ll(dx)/ ln_l(dxl dacn 1)1{11_,_ +95n 1<1—a2}
R R 1
=1, —1(B(0,VI—22))=(VI—22)" b, 4
1 n—1
bn_l/ (1—2%)"72 do
0
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P~

G601t

P . L. .
On trouve : Vp e N*, by, = o et bop_1= —, ce qui s’écrit aussi :

2

| w

n/2

T Foo
b= —r—— avec F(z):/ t*=le~tdt

n/2

Spn=0(5p) = 1“7r(n—/2)

Exercice.
1. Pour quels a >0 a-t-on fB(O N lz||~*lp(dz) < oo ?

1

- - ?
P,q€Z? (1+ p?+ ¢2)° <00 !

2. Pour qules >0 a-t-on 3

2013-10-15

I1.5. Régularité des mesures

(E,d) un espace métrique dont les boréliens sont notés B(E).
Déf. séparable : il existe une suite dense ou un sous-ensemble dénombrable dense.
Soit AC E, Vz € E on note d(z, A) =inf,cad(x, y).
On vérifie que Yz, 2’ € B, |d(x, A) —d(z’, A)| < d(z,z’)
d(r,A)=0sx € A (adhérence de A).
Déf. Soit p: B(E) — [0, 00] une mesure positive.
1. Elle est dite réguliére extérieurement pour les ouverts si
VA€ B(E), u(A)=inf{u(U); ACU, U ouvert}
2. p est dite réguliere intérieurement pour les fermés si
VAeB(E), u(A)=sup{u(F); F CA, F fermé}
3. p est dite réguliére intérieurement pour les compacts si

VAeB(E), u(A)=sup{u(K); K C A, K compact}

Théoréme. Si (F, d) est un espace métrique et p: F — [0, oo[ une mesure positive finie, alors u
est réguliére extérieurement pour les ouverts et intérieurement pour les fermés.

Preuve. On pose € = {A €B(E) :M(A) =inf{u(U); AU, U ouvert}}

w(A)=sup{p(F);FCA, F fermé}

1. Montrons que £ contient les ouverts :
Pour un ouvert U, u(U)=inf{u(V);V DU, V ouvert} est évident.
On pose F,,={z € E:d(z, E\U)>2""}=d(-, E\U)~}[27", 00])
F,, est fermé, F,, C F,,4+1 CU. Donc Un>0 F,=U.

On a donc pu(U) =limy,— o0 pt(Fy), donc u(U) =sup={pu(F); F CU, F fermé}
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On a montré que T3 C € (€ contient les ouverts).
2. 1l suffit de montrer que £ est une tribu, car alors, on aura o(7g) CE CB(E)=0(Tg).

o ECE

e Comme p est finie, £ est stable par passage au complémentaire

e Soit A, €&,n €N, montrons que Un>0 A, €€

dF,c A, cU,,neN, F, fermé, U, ouvert, tels que

(A \Fy) <27 1e
w(U\A,) <27 1e

Pour simplifier les notations, on pose A=, 5, Anet U=, 5, Un- Clairement,
AcCU, U ouvert et UNAC | Un\Ap.

n>=0
UNA) S L, 50 MURNAR) <&
Comme p(A) =lmtn- oo Ugcpcn Ans

il existe N; €N tel que u(A) —e < u( UO<n<N5 An), car 4 est une mesure finie.

On pose F'=Jyc,<n. Fn; Fest rermé, F'CJ,,,cn CA

..

n(A) —e

o<n< N,

u( U An\F>+u<F>

0<n< N,

( > u(An\Fn>>+u<F>

0<n< N,
w(F)+e¢

N

N

p(A) <2+ p(F)

Donc Ve > 0, 3F fermé et U ouvert tel que FF C A C U et pu(U\A) < ¢ et
p(A\F) < 2e.

Donc A €&, € est bien une tribu. O
Déf. (E,d) un espace métrique, p:B(E)— [0,00]. u est dite tendue si
Ve >0,3K. compact tel que pu(E\K,)<e

Théoréme d’Ulam. Soit (E,d) un espace métrique séparable complet. Soit p: B(E) — [0, 00 une
mesure finie. Alors p est tendue.
Preuve. Soit 24, ¢ € N une suite dense dans E.

Pour tout peN, ona E=J, B(xq,277).
w(E) =1lim, “(Uogqgn B(zq,277))
e>0. INP €N tel que M(E)fsgu(u B(zq,Q*p))

0<g<NP
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On pose Ke=(y20 Uy e yin Bl@a277):

K. est fermé, et il est totalement borné (ou précompact).
B\K:=U e (B\U, (g0 B(@0277))

KD <3 pen 1(E\U,__ o Bl@q277))<e. O

Théoréme. (F,d) espace métrique séparable complet. p: B(E) — [0, oo[ une mesure finie. Alors
1 est réguliére intérieurement pour les compacts.

Preuve. Soient A € B(E), € > 0.

3F fermé, F C A tel que u(A\F)<e

JK. compact tel que p(E\K.) <e

On pose K =FNK,.. K est un compact, et K C A.

1(A) = p(F) + p(A\F) < p(F) + e = p(K) + p(FA\K) + e < p(K) + p(E\Ke) + & < p(K) + 2,
ce qui termine la déminstration. [

Déf. (E,d) un espace métrique, p: B(E)— [0, 00] une mesure positive.
1. p est dite de Radon si

VK compact, u(K) < oo

2. E est dit localement compact si Vo € E,3r >0 tel que B (x,r) est compact.
Exemples.
1. I, sur B(R™) est une mesure de Radon

2. F: R — R croissante continue & droite. Sa mesure de Stieljes est de Radon. Rappel :
c’est I'unique mesure p: B(R) — [0, o0] telle que p(]a,b]) = F(b) — F(a)

Lemme. (F, d) séparable localement compact. Il existe K, C E, n € N compacts tels que
K,CKpqiet Un20 K,= Un>0 K,=F.

Preuve. 2,4, ¢ € N une suite dense. On pose S={(p, q) € N?: B(x,,27P) compact}

E= U(p,q)GS B(wq,277)
z€E,3r,>0: B(x,r;) est compact. 3qs, pr € Nid(z,24,) <27P* <71,/2,

x € B(w,,,277) C B(x,r;), donc B(z,,,27P*) est compact, (ps, ¢z) € S.

On pose C,=J (p.0)ES B(z4,27P) compact. C,, CCr11 CE et Un>0 C,=F.

0<p,q<n
On définit K,,,n > 0 par récurrence:
o Ky=0Cy.
e On suppose Ky, ..., K, construits. On recouvre K, U C, 41 par des boules ouvertes
d’adhérence compacte. On trouve By, ..., B, un nombre fini de boules ouvertes d’adhé-

rence compacte telle que (K, UCy41) C (B1U -+ UBy). On pose K, 41 =B U---UB,.
K, CBiU--UB,C Kypyq. O
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Théoréme. (E, d) localement compact séparable. Soit p: B(E) — [0, oo] une mesure de Radon.
Alors p est réguliére extérieurement pour les ouverts et intérieurement pour les compacts.

Preuve. Soit K,,,n € N une suite de compacts tq K, C K,:H et E=U,>0 Kn=U,>0 Kn
e Soit A€ B(FE), si u(A) =00, alors u(A) = pu(E), on est régulier extérieurement.
e On suppose p(A) <oo. On applique la régularité extérieure a la mesure p, = u(ﬂKn)
un(E) = M(Kn) < p(Ky) < oo car g est de Radon.
3U,, un ouvert tel que AC U, et u(U,N Kn) <p(A)+e2 1t

On pose U=/ (UnﬁKDn), c’est un ouvert et ACU car E=J, -, K,.

n=0
w(UNA) <32 0 w((Un N Kn)\A) < e, donc p est réguliére extérieurement pour les
ouverts.

e On pose v,=u(-NK,), vp(E) = p(K,) <oo (u est de Radon)
Sur (K,,d) séparable complet, AN K, € B(K,). v,: K, —[0,00[ est une mesure finie
(a) Ve >0,3C,, C K,, compact de (K,,d) telle que

MANKR) =27 =vp(A) = 27" <vp(Cn) = u(Ch)

(b) M(A) =lm?, e ,U(A N Kn)
p(A) =limsup p(AN K,) < limsup p(Cr), C,, compact et C,, C A.

Donc sup { (C), C compactet C C A} > pu(A) =2 sup {u(C),C compact et C C A}, donc
1 est réguilére intérieurement pour les compacts. [l

I1.6. Approximation des intégrales

Soit (E,d) un espace métrique, f: E — C une fonction, || f|lco =supzecr | f(x)]
On note Cy(F) l'ensemble des fonctions continues bornées sur E.

On note Lip(F) 'ensemble des fonctions Lipschitziennes de E— C (f: E— C est k-Lipshitzienne
sivVe,y € B, [f(x) = f(y)| <kd(z,y)).

On note Lipy(E) = Cy(E) NLip(E).
On note support(f)={z € E: f(x)+0}
On note C(E)=Cy(E)N{f: E— C tq support(f) est compact}

On note Lip.(E) = C.(E) NLip(E).
Si g€ Cu(E), ||glloc < o0, alors Vz € E, |g(z)| < ||gllco 1k () si support(g) C K.

Lemme. (E, &, 1) espace mesuré, f € LYE, &, p). Alors Ve > 0,3s.: E— C étagée, p-intébrable
telle que [, |f —sc|du<e

Preuve. Cas de f>0:

Il existe s,, n > 0 étagées positives telle que 0 < s, < 541 < f et f = limts,. Convergence
monotone : [ fdp=lim [ s,dpu.

|f—sn|=f—sn< f intégrable
|f — sn| —— 0 ponctuellement
n— oo

36



Par convergence dominée, [ . |f —s,|dyp——0.
n—oo

Raisonnement habituel pour les fonctions réelles, puis complexes. [

Théoréme. (F,d) métrique. p:B(E) — [0, 00] qui est réguliére extérieurement pour les ouverts.
Soit f € LY (E,B(E), u). Alors

V5>0,3¢86Lipb(E):/ If — de|du<e
E

Preuve. On fixe e >0. 3s. =3, _, .. cx1a,: E— C mesurable

Ay, ..., A, € € que 'on suppose disjoints deux a deux. c, ..., ¢, € C, cela implique p(Ag) < oo,
1<k<n. fE |f —sc|du<e

€
n ek

U ouvert tel que Ay C Uy et u(Ug\Ag) <

Onpose o. =37 | cxly,. [, |oc—sc|du<e.

On fixe k €{1,...,n}, on pose gm(x) =1A (md(x, E\Uk)). gm €Lipp(E). 0< g < gm-1< 1y,
Comme Uy, est ouvert, lim?,,— 00 gm =11,

I |1U)c_gm|d:u’m0

Vke{l,...,n},Ve >0,3¢y - € Lipy(E) :/ 1y, — Pk el d,u<L
E n |ck|

On pose ¢, = Z1<k<n Ck Ok,e. G € Lipy(E)

f |f*¢s|d,ugf |f*5€|dﬂ+f |Ss*Us|dM+f |U€*¢s|dug35-|:|
2013-10-21

Théoréme (rappel). (E,d) unespace métrique, u: B(E)— [0, 00] une mesure positive. On suppose
que p est réguliére extérieurement pour les ouverts. Alors :

V€>O,Vf€E1(E,B(E),u),E|<p€GLipb(E):/ |f—eeldu<e
E

Il est important de retenir la méthode de la démonstration.

Corollaire. Soit (E,d) un espace métrique, p,v: B(E)— [0, 00] deux mesures réguliéres extérieu-
rement pour les ouverts. Alors :

M:u@(VfELipb(E),/E <pd,u:/E godu)

Corollaire. (F, d) espace métrique, u: B(E) — [0, co] une mesure finie quelconque. Soient f,
gELYE,B(E), ). Alors :

f =g p-presque partout <Vo € Lipb(E),/ fodu :/ gpdp
E E
Preuve. On suppose f et g a valeurs positives. On pose v(A)= [, fduet n(A)= [, gdp.
Donc v et 7: B(F) — R4 sont des mesures finies.

On suppose : Vo € Lipy(E), [, edv= [ odr (%)

Comme v et 7 sont finies, elles sont réguliéres extérieurement pour les ouverts, donc v =m.
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fu=gu= f=g p-presque partout.

On suppose maintenant f et g a valeurs réelles. On suppose (x).

Vo € Lipy(E), [, (f++9-) pdp= [, (9+ + f-) ¢ dp, donc p-presque partour, fi + g =
g+ + f—, donc p-presque partout f=g.

Si f et g sont a valeurs complexes, on se raméne au cas réel en considérant les parties réelles
et imaginaires. [

Théoréme. (E,d) un espace métrique localement compact, séparable. Soit p: B(E) — [0, 00] une
mesure de Radon. Alors :

VE>0,VfGEI(E,B(E),/L),H(pEGLipc(E):/ |f—peldu<e
E

(e lipschitzienne & support compact).

Preuve. g € C.(F) (continue a support compact). 3K compact CF tel que |g| < ||g]loo 1k,
donc [ , lgldp < lgleop(K) < 00, done Cu(E) € £1(B, B(E), p).

On sait que j est réguliére extérieurement pour les ouverts. Soit € >0, f € LYE, B(E), i1).
. € Lipo(B): [, |f — el dp<e/3.
On sait qu’il existe une suite de compacts K,, C E,n € N tel que K, C Kniiet J,so Kn=FE.

WE 1E\K”n| —0

n— oo
WE 1E\K°n| < |9e| qui est u-intégrable.

Donc [, |1/1‘E 1E\an} dumo

Donc 3K compactCE tel que [ e ]'E\f(‘ du<e/3
1 1> & approcher par une fonction dans Lip.(E).
On pose gp(z)=1A (pd(z, E \K)), gp € Lip.(E)
0< gp(2) < gpt1(2), et limy, o T gp(z) =14

inée - . __°
Convergence dominée : [ |1z —g|du< STo=

[ el —gveldp<|ltelloe [ 5 11z —gldu<e/3

On pose p. =g €Lip(E). [ [f —pe]du<e. O

Corollaire. (E,d) localement compact séparable. u,v:(E,B(E))— [0,00] deux mesures de Radon.

u:V®Vsa€Lipc(E),/ wdu:/ pdv
E E

Corollaire. (E, d) localement compact séparable. p: B(E) — [0, co] une mesure sigma finie. f,
g: E— C deux fonction mesurables telles que VK compact CE, [, |fldu<ocet [ [g]du<oo.
Alors :

f =g p-presque partout@thELipc(E),/ f(pdu:/ gedu
E E

Proposition. f € £Y(R", B(R"),l,). Alors :

1. Ve eR", f(x+-):R™— C est mesurable
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2. Vx € R™, on pose

)= [ 1) - F)l ()

T¢ est bornée et lim, o 7¢(x) =0.

Preuve. Add : R" x R" — R", (¢, y) — = + y est continue donc mesurable, donc f o Add :
(x,y)— f(x+y) est mesurable. Donc f(x+-) est I'application partielle, et est donc mesurable.

Ve >0,3¢: €Lipe(E): [, |f — ¢e|dln < oo

T6.(¥) = [ gn |9e(x +-) — ¢c| dl, est continue et bornée (théoréme de continuité des intégrales
a paramétres).

)=o) = | [ (ft) = fl= oo+ - s,
| W)= 1= oo+ = 6.l

/ If(w+-)—¢a(w+-)|dln+/ 1 — eldl,
25n Rn

N

NN

I1.7. Convolution

Déf. f, g: R"™— C mesurable, z € R"™. On suppose que f]Rn | f(z—1y)g(y)|dl.(y) < oo. On pose :

frg(z)= o f(x—1y) g(y) ln(dy)

fxg(zx) est la convolution de f par g en x.

On a frg(x) = g+ f ().

Déf. Fonctions définies p-presque partout. Soit (E, £, p) un espace mesuré. f définie p-
presque partout est la donnée de D C E, N € € et fo: E— C E-mesurable telle que :

1. f:D—=C
2. E\DCN et u(N)=0
3. flezn=folp\Nn

Si f1, N1 tels que f1p\n, = f11e\n, et u(N1) =0, alors fo= f1 p-presque partout, et fE [fldp=
[ i 1foldp.
E

Déf/Prop. Soient f, g définies /,-presque partout, intégrables ([, [f| <oo et [, [g]<00).
Alors :

e fxg est définie [,,-presque partout

o Jgo [frgldln< [y | fldlngn[g]dln
. f]Rn f*gdln:(fRn fdly) (f]R" gdly)

o fx(g+h)=frg+ fxh; fxg=gxf; frcg=c(fxg); fx(gxh)=(f*g)xh
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Preuve. On suppose que f, g€ LY (R™, B(R"),1,).

Jre S e 1F @ =9) 9| ln(d2) ln(dy) = ( [ g [F1dln) (f go 191 dln) < oo (Fubini positif)

Donc par Fubini pour [,-presque tout z, f]Rn |f(z —y) g(y)] din(y) < co. fxg est donc bien
définie [,,-presque partout. Par Fubini encore on obtient le reste de la proposition.

Régularisation.

Proposition. f, ¢ définies [,,-presque partout. On suppose f l,-intégrable, et ¢ bornée [,,-presque
partout (3k € Ry :|p| <k l,-presque partout). Alors fx¢ est définie partout et est uniformément
continue.

Preuve. En exo.
971
b1, Pn>
3 -- Oz}

On note C*°(R"), C(R") =C*(R)NC(R™) (a support compact)

Notation. p=(p,..., p,) € N”, on note 95 ou |p|=p1+--+ pn.
Lemme. ¢ € CZ°(R"™) et f l,-intégrable. Alors o f est C°(IR") et 95 (f*p) = f*(0pp)

Preuve. oxf(z)= [ ¢(xz—y) f(y)l.(dy), puis théoréme de dérivation sous I'intégrale.

Approximation de 'unité (de dp).

Probléme. il n’existe pas de fonction w l,-intégrable (définie I,-presque partout) telle que fxu=
wkf=f.
L’élément neutre pour x est la masse de Dirac dp (c’est une mesure et non une fonction).

Idée. « Approcher » dp par des mesures @pl,, p €N

Déf. ¢, € Cy(R™), p € N. C’est une approximation de dp (approximation de l'unité) si
L VpeN,p,=0et [, ppdl,=1

2. V5>0,limp_>oof{|‘m dl,=0

I>e} ¥p

Exemple. ¢ € C.(R") telle que ¢ >0 et f]R" @ dl, =1. Soit 7,100, on pose ,(x) =1y @(rp ).
(¢p)p>0 approche dy.

Lemme. (¢,)p>0 approximation de do. Alors :
1. Si feC(R™), alors limy_, o @p* f = f uniformément sur tout compact.

2. feLYR"™, B(R"),l,) (voire méme f définie l,-pp et [,-intégrable). Alors

lim lopxf— fldl,=0

p—oo JR

Preuve. Preuve de (2) :
Posont 7(z fRn [f(z+2)— f(z)|l.(dx)
ppxf(z f re F(@ =) 0p(y) ln(dy)
f e f (y) ln(dy)
lop*f(x) — |<f (W) 1f(x —y) = f(@)] In(dy)

40



[ epf = Fldln < [ o 0p(y) Tr(=y) In(dy)
1Tl <2 [ o 1] dln.

————

<1

limsup, o0 [ |@pxf — f|dlngsupy:||y|‘<57f(—y)m>0. O

Théoréme. p:B(R™) — [0, 00] une mesure de Radon.
Ve, vf € LR B(RY). 1), 30: € CRE): [ |f = onldpo<e
Rn
Preuve. (¢;), approche dy avec ¢, € CZ(R™).

1
Par exemple, " = P (71— IIwIIQ) sur B(0,1) , @' =10 (||]|?), on montre que 9 est bien
0 si|lz] =1

définie et C*°. On prend maintenant ¢ = c¢~' ¢ avec c = [, ¢° dl,, puis ¢, = p"p(p ),

wp € C(R™) et (¢p)p>0 approche do.
La proposition précédente implique limy,_, o f]R" |f —opefldl,=0, ppxf e C®R").
2013-10-23

Convolution de mesures

Déf. Soient u, v: B(R") — R* deux mesures finies. On note p*v la mesure image de y ® v par
Add: (x,y)— x+y. p*v est une mesure finie sur R™, appellée la convoluée de p et v.

Vf:R"™— [0, co] mesurable, fd(;pkz/):/ M(dz)/ v(dy) f(z+vy)
RTL n n

Prop.
o w(R")=p(R")r(R")
o KU =Ux[
o [x0p=p
e Sif>0,9g>0,f, ge LYR", B(R"),l,), en posant yu = f1l, et v = g l,, alors on a
prv = (fxg)ln.
I1.8. Transformée de Fourier
RR™ est muni du produit scalaira canonique (-/-). ||z| = /{z/x)

Déf. Soit f définie l,,-presque partout [,,-intégrable. Vu € R™, on pose :

fw)= / i ei<“/m>f(x)ln(dx)

f:R"— C est la transformée de Fourier de f. f est C° bornée, et Hf” < g [ F1dl

Exemple. Densité gaussienne. On a montré que Yu € R, f]R giue g=o’/2 I(dz)=+2m e~ w2,
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1 -1
On fixe 0 > 0. On pose Vx € R", g,(z) =—+——exp| = ||z 2>
b 0@ = oy o (o1
gg(x):a_"gl(éx) et fRn godl,=1

VueR", gy(u) =exp (=2 ull?) = (22) " g1 (w).

o
Si = (p1,... pn) EN" &= (21,...,xn) €R™, on note 27 =28 25?2, (z0=1).

Déf. Une fonction polynomiale P:R" — C est une fonction de la forme P(z) =3 x. azz?, ou
les ap sont nuls sauf un nombre finis.

91| -
On note Jp :m7 ou |[F|=3" pi-

On pose P(8):2:13 azd5. Pour 1 € C®(R™), on a donc P(a)'¢:2ﬁ o Pl

o271 P
On note S(R™) I'ensemble des ¢ € C>°(RR™) telles que V5, Vg, sup |90z (z)| < co. S(R™) est
appellée classe de Shwarz.
Exo. g, € S(R™)
Rmgq. VP polynomiale, Vi) € S(R™),Vp € N,
sup 1P(2) 0p(a)| >0

zeR"
l||>r

Prop. ¢ € S(R"), P fonction polynomiale.

1. ¥ e S(R™)

—

3. PO)D (u) = P(—iu)d(u).
Preuve.

(2) : dérvation sous [ :

0

aujl/;(u) = [ e ja(x)l,(dx)
p EN”

VYm € N*, ||22™ | = (3 27)™ est une fonction polynomiale

supgere [[|2[[*"P(2) ) ()] < 00

Vm € N*, 3C5 p y.m.n € [0, 00 tel que |P(x)0z(x)| < C (1A |lz]|=™1)
[ ||~ (d) :cnfooo drrm=H1Ar—m <1+ floo r~2dr < oo

Donc P(x) 0p(x) est [,-intégrable

(3) : Cas dimension 1 : %(di”w(x)) =i ue"(r) +eiUIi¢(m)

dy
[ (e (@))i(de) = eeyp(x) — e (—a) ——— 0

Tr— 00

Donc [ e“”%zﬂ(m) l(dz)=—in [ e"“"(z)l(dz).

En faisant de méme pour chaque coordonnée, on obtient (3)

(1) : §,3 € N™ On pose ¢(x)= (i x)Py(z). € S(R") (clair).
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Ipp (u) = (—1) 0y (u)

Ogp

< f |8q‘<,0|dln < 00

‘ o0

supyemn [uT0pp(w)] < |
(|

Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f définie [,-presque partout et [,-intégrable. Alors
supueRn,||uH>T}f(u)| T)Q ie f =0 « en linfini ».
T (o]

Preuve. Soit £ >0. 3 €CZ(R") tq [, [f —¢ldl,<e
Donc Yu € R", ’f(u)‘ <e+ W(m)’

SupueRn,|\u||>r|f(U)} S €+ SUPueRn, |ul|>r W(U)} < 2e pour 1 =719

T)O car 1 €S(R™)

O

Déf. Soit p: B(R") — R une mesure finie. Vu € R”, on pose fi(u)= [ e w/mh y(dz). f:R"— C
est bien définie, C° bornée. ||/i]loo < p(R™) et £i(0) = u(R™).

Prop.
1. Soient u,v:B(R™) — RT deux mesures finies.

7 (u) = fi(u) (u), u € R

2. f,g définies l,-presque partout et l,-intégrables. fxg (u) = f(u) §(u)
Preuve.

1. ei(u,ery) :ei(u,z> ei(u,y)

/ei<“’z> ,u*u(dz):/ u(dx)/ v(dy) e’ (wr+y)

Fubini : ok.
2. Idem.

Théoréme. Soient 4, v: B(R") — R deux mesures finies, f, g définies [,-presquepartout et I,-
intégrables.

1. p=v e pu=v
2. fzﬁ@f:gu-presque partout

(on a injectivité de la transformée de Fourier).

Preuve. Plusieurs étapes. On prouve (1) :

Vo >0, g,(z)= (a\}E )neXp(Q_leHﬂP)

On pose go*p(2) = [, go(r —y) p(dy)

Par théoréme de continuité sous 'intégrale, g *u est CO.
1 ~ n

| 9o pt]|oo < WM(R") (91/0: (U 27T) 9o

Lemme A. 0 >0, 1 mesure finie. Alors go*p(z)=(27)"" [, e_%llzllze“w’wﬂ(—u)l(dx)
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Preuve.

goxp(z) = /ga(z*y)u(dy)

= (oV2E) " [ugela = wu(an)
= (Va0 g ()
_ (gm)fnzm u(dy)/n ln(dw)ei@%m(#)_nexp <_Ta2lwll2>

fubini

o2 2 X .
(27r)*”/ In(dw)e” =" ”61“””/u(dy)e‘z“”w>

—iw)

Intérét. Si =70, alors gy*pu = go*v Yo >0

On fixe ¥ € C.(R")

V6> 0, wy(6) =sup {|¢(z) — ¥(y)|, 2,y €R™: |lz — y [ <5}

¢ est uniformément continue, lims_,owy(d) =0 ; 6+ wy(J) croit ; wy(0) <2/l
Lemme B. ¢ €C,(R"), 0 >0. Alors :

‘ /wdu /wga*udl

< u(R) / (2 wy(o |12 ) In(d2)

——F0

o—0

Preuve.

/wga*udln = /n u(dy)/n din(2) ¥(z) go(x —y)
= [ wtan) [ @@ o)

/wdu = /w(y)u(dy)
_ /,udy/ o(2)(y)ln(de) car/gdlnzl

=9 (y)

o = /wga*udz —/wdu

= [dy) f1de) gul@) (0o )~ v(w)
al < [fu@ [ gol)willal)

< uR) [1,(00) gola) wel o)

< uR [ 1) @) wlolal)

- 0 (par convergence dominée)
r—

go(z) = %gé (%w)

Fin de la démonstration : =70, A s’applique :

Vo >0, goxp = goxv. Y9, [ dp= [ 1pdv, donc d’apres le corollaire précédent v = p

On remplace g,*v par go*f.
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Reésultats obtenus : les deux lemmes précédents.

(A) © gorp(x) = [ o golw —y) p(dy) = @) ™" [ e /2|2 |2e') fi(—a)l,(dx)

(B) : V€ Cu(R™), Yo >0, | [ bdp— [ tbgorpdly] < p(R) [ . 9(2)w(o])z)dln(z) ——0
ol wy, est le module d’uniforme continuité de .

Théoréme d’injectivité de la transfo de Fourier. (cf ci-dessus).

C.(R™) : fonctions a support compact.

Prpopsition. dy est 'uniue mesure finie sur (R™, B(R")) telle que pxdp = doxp = p pour toute
mesure finie pu.

Preuve. Soit v telle que vxp = pu. Yu € R™, U(u)i(u)= fi(u) ¥Yu mesure finie.
=20z, fi(u)=exp (i{u,z)) = 0(u)=1VYueR"
Or 1 =6(u), donc v = 6.

Théoréme d’inversion. Soit y: B(R") — R™ une mesure finie, f € L(R™, B(R"),1,). On suppose
que [L. }f|dln<00 et [gn [A]dl, <oo. Alors :

1. 3h:R"— R™* mesurable telle que p=hl,, et

n

h(zx) = (271')_"/ e (du)

On voit que h est continue, bornée et tend vers 0 en l'infini par Riemann-Lebesgue.

2. On a pour [,,-preque tout =z,

f(x) = (@2m) / ¢402) f ()l (du)

n

Preuves.

1. Par le lemme (A), Yz € R™, Vo >0, lim,_0 go*p(z) = h(x).
Par convergence dominée, |(go*p) ()| < [ |/i(2)]l,(dx), Vo >0,Vz € R”
| (z) goxp(x)] < c|(x)], 1 est l,-intégrable.

Par convergence dominée, [ 1 go*u dl"a—w> S ge Y1 1a(d)

Mais par (B), on a [ Q/Jga*udlng—%> e ¥ dp
Donc V4 € Co(R™), [, du= [, bhdl,

h =h, donc h(z) €R,z € R"

h est continue.

En raisonnant par l’absurde en supposant que U = {h < 0} est non vide, soit x € U,
Ir>0:B(z,r)CU.

3f fonction linéaire valant 1 sur [0, /2], affine sur [r/2, r] et nulle sur [r, oo]. ¥(z) =
7)), support v = B (z,r). 4 €CuRY, [ ddu>0 [, vhdly <0,
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Absurde, donc U =@, donc h > 0.
On pose v=hdl,, c’est une mesure positive finie telle que [ ¢ dp= [ ¢ dv Vi€ C.(R"™)

Par un résultat d’approximation, u=v

2. Similaire.

Exemple d’application. On a Vz € R, e~ 1*l = 1 ¢ du
) 1+u?

Preuve. En exo. Utiliser une inversion de Fourier.

I1.9. Une premiére approche de la convergence étroite des
mesures

Déf. On se donne une suite u, : B(R™) — R, p € N de mesures finies, et une mesure finie
w:B(R™) — R4. La suite (up)pen converge étroitement vers p si

wea®), [ vl [ v

Remarque. La convergence étroite correspond a une topologie métrique : elle est entiérement
déterminée par la définition précédente. Il existe une métrique correspondant a la convergence
étroite qui est séparable et compléte.

Lemme. Si lim,, 1, = p et si lim,, 1, = v étroitement, alors y=v.
Preuve. Donc Vi) € Cy(R"), [ ¥ dp= [ dv, donc p=v par un résultat de densité.

Lemme. Soient pup, p: B(R™) — R4, p € N des mesures finies, alors lim, y1, = p étroitement ssi
pp(R™) m n(R") et Vip € Ce(R™), f]Rn ﬂ’@%ﬁ f]Rn Ydpu.

) |
Preuve. On suppose (x). On fixe p € Co(R").

On fixe r > 0 et on définit f: RT — [0, 1] continue telle que f(xz)=1si x <r, f est affine sur
[r,r+1] et f(z)=0siz>r+1.

On pose ¢p(z) = f(l|lz]).
Vr < T/, ]-B(O,T) < d)r < ¢T’< ]-B(O,T’Jrl)'
¢rp € Ce(R").

?V:B(R))‘)IRHF mesure finie, }IJR" ordv — fJR" gadl/| :}fRn (1—¢,) gady} <lelloo (W(R™) —
¢rdv

| [ @ ditp = [ o @ dp| < | [gn &0 [ dpp — [ga ¢r @ dp| + [@lloo(pp(R™) + p(R™) —
f (brd:up_f (brdu)

Hmsupy o0 | [ gn @Aty — [ gn ©dp] <2/ @lloo((R™) = [ ¢, dp)

11 lorsque r — 0o, donc par convergence monotone lim,._ o f]R" ordp= p(R™).
Donc limsup,_, o | e Pty — [ a edu|=0. 0

Théoréme de continuité de Paul LEVY. Soient Wp, b B(R™) = R4, p € N des mesures finies.
Il y a équivalence entre :

L. Yu e R™, limy_ o0 fi,(u) = fi(u)
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2. Mpm W étroitement

Preuve. (2)= (1) : Yu € R", z++ e'{"®) est bornée et continue, donc fi,(u) ——— fi

- (u).

(1= (2) £ 3, (0) = 1 (R") — > (0) = ()

D’aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que Vi) € Ce(R"), [, ¥ dupw—oo> e ¥ dp.
On pose C'= u(R™) +supp>o pp(R™) < 00.

Par convergence dominée, par (1) et par (A) : Ve € R™, go*pp(z) = goxpu(x).

Donc par convergence dominée, limy oo [ 1, ¥ ottty dln = [ ¥ goxprdln.

Par (B), on a aussi |[ ¢ dup, — [ o du| < |[ @ goxpp dly — [ ¢ gexp dly| +

20 [ gn 91(2)wi(o]z]]) din

tmsupy oo || 6 dpty — [ 9| <2C [, (2 wolr2]) din2)
—F0

o—0

Donc limy_, o [ ¢ dpp= [ ¢dp. O

Théoréme. 1) € S(R™) — ¥ € S(R™) est une application bijective. Sa réciproque est donnée par
Y (2m) " (—-) (théoréme d’inversion).

Preuve. Immédiat & partir des résultats précédents.

I11. Espaces LP

III.1. Inégalités

Rappel. Si I est un intervalle ouvert non vide de IR, une fonction ¢: I — R est convexe si Vz,
yelL,VOe[01], Y0z +(1-0)y) <Oy (2) = (1-4) ¢ (y)

Si v est dérivable de dérivée croissante, alors elle est convexe.

—log:]0,00] = R est convexe.

On pose S, ={(a,b) e R*:Veel,ax+b< p(x)}. Vrel, p(x)=sup@q,pes, (az+Db).

(preuve laissée en exo).

Dans tout le chapitre III. On fixe (E, £, ) un espace mesuré.

Prop (intégalité de Jensen). On suppose y: € — R finie non nulle. On se donne f € LY(E, &, u).
On se donne ¢: I — R convexe. On suppose que Vr € E, f(z) €1 et o(f) € LYE,E, p). Alors :

ﬁ/EfdMEIetQD(ﬁ/Efdu)gﬁ[E(pOfdu

Preuve. fdp el laissé en exercice.

1
u(E)fE
V(a,b) €S, Yyel, ay+b< o(y).
Ve e E,af(z)+b< o(f(x))

afpfdu+bu(E)< [, o fdu
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1 1
(g o £ A1) +0< Sy oo

On obtient I’égalité en passant au suprémum sur (a,b) € Se,.

Lemme. Soient s,t€]0,00[, b€]0,1[. Alors :
SPHmb s+ (1-b)t

Preuve. —log est convexe. —log (bs+ (1 —5)t) < —blog(s) — (1 —b)log(t)
Et on obtient donc le résultat voulu.

Déf. Si p€]1, o[, on note g €]1, 00| tel que %—l—%: 1. On dit que p et g sont conjugués.

Prop (inégalité de Holder). Soit p € ]1, co] et ¢ son conjugué. Soient f, g: E — [0, oo] &-

mesurables. Alors :
e[ (o

Avec pour convention que 0 X 0o =0 et co®=o00 si ¢> 0.
Preuve. On pose c:(fE fpdu)l/p et d= (ngqdu)l/q.

Si ¢ et d sont infinies ou nulles, I'inégalité est triviale. On suppose donc ¢, d € ]0, oo|.

Le lemme précédent appliqué & s= (@)p et t= (@){ et b:% donc 1 — b:%

Vz€E, f(z) g(x) gl. f(x)p_i_l,g(x)q
cd p cP q df

On intégre :
1 1 1
[ fgdu<=+=>=1
cd/fg n<s + .
D’ou le résultat.

Prop (inégalité de Minkowski). Soit p € [1,00[, et f, g: F— [0, 00] E-mesurables. Alors

(o) () " forn)

Preuve. Si p=1, c’est une égalité. On suppose p>1:

On note ¢ le conjugué de p. q(p—1)=p

S U+ar = du< ([ fPdu) ([ 5 (f+g)PDadp)t/s
[o(f+9r~tdu< ([ zgrdu)([ (f+g)Pdp)/a

On somme les deux inégalités :

S (FroPdu<((f fPdw?+(f g7dw)) (f (f+g)Pdp)'/

Cela implique le résultat si fE (f+9)Pdu<oo.

Si cette intégrale vaut oo, x+— xP est convexe car p> 1. (é(er g))p< %prrégp
Done (f+g)P <27~ 1(f7+ g)

Donc [ fPdpu=o00 ou [ gPdp=oco, et I'inégalité est trivialement vérifiée (oo < 00).
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II1.2. Les espaces de Banach L?

Soit (E, &, ) un espace mesuré, K =R ou C.
On se donne f: E— K £-mesurable.

Soit p € [1, 00[, on pose :

1/
1/ = (/E Iflpdu) ’

[ lloc = inf{a € [0, 00] : u({[f > a}) =0}

On définit aussi :

I f |0 est le suprémum p-essentiel de f.
On a dong, si a> || f||o, alors p-presque partout | f| < a.

Pour tout p € [1,00], on pose :
LP(E,E, u)={f: E—K E-mesurables telles que || f||, < oo}

Si p=1, son exposant conjugué est ¢ =oc. Réciproquement si p=o0 son conjugué est g=1.
Ifllp,=0= f=0 u-presque partout.
On introduit N(E,&, u)={f: E— K fct E-mesurables tq f =0 p-presque partout}

N(E, &, 1) muni de 'addition des fonctions et de la multiplication par les scalaires : c’est un K-
espace vectoriel.

On définit la relation :
f~g&e f—geN(E,E, n)& f=g p-presque partout

~ est une relation d’équivalence (facile & montrer).

On vérifie que Vp € [1,00], N(E, &, u) C LP. On définit I'espace quotient
LP(E, &, p)=LP(E,E, p)/~

Cet espace est appellé espace LP associé & (E, &, ).

LP(E, &, ) hérite de la structure de K-espace vectoriel de LP(E, &, u).

(f1+1g)=1f+9g] ([f]=1g]< f~g) et c[f]=]cf]. [0] est un élément neutre pour + sur LP.
St f~g, alors || f[p=Ilgllp- [I]l, est donc définie sur L - [|[f][|, = || fl,

Convention. Un élément [f] € LP(E, £, u) n’est pas une fonction mais un ensemble de fonctions
toutes égales p-presque partout. On confond cependant chaque classe [ f] avec n’importe lequel de
ses représentants f € [f].

Prop. On fixe p € [1,00] et on note ¢ son exposant conjugué. Alors :

1. LP(E, €&, ) muni de ||-||, est un espace vectoriel normé. |-||,, est la norme L?.
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2. Si feLP(E,E, p) et g€ LIUE, &, p), alors fge LYE,E, p) et || fglli<Ifllpllgllq

Preuve.

(1) On se donne [f],[g] € LP(E, &, ), avec pour I'instant 1 < p < oo.

Minkowsk
o A+ Glp= I +gllo=11F+9lly < Ifllp+gllp= 111+ Ilglll»

o Alelfllp=Ille o= lefllo=lel L f 1=l 11l

ILA1lp=0 = [Ifll,=0, donc f=0 p-presque partout, donc [f]=[0].

Donc |[|-||p est bien une norme sur LP(E, &, ).

Cas p= o0 : laissé en exo.

(2) : si p€]1,00], c’est I'inégalité de Holder.

Cas p=1, g =oc. p-presque partout, |g| <|[|glloc, #-PP [f9| < Iglloc | f]
Ifgll=J g [faldu<ligloo S 5 [f1dp=1gllsc Il £l

Remarque. En général si p; < pa, il n’y a pas de relation simple d’inclusion de LPY(E, &, u) et de
LP2(E,E, p).

Prop. On suppose p de masse finie. Soient p1, ps € [1, 00] tels que p; < pa. Alors :

1 1

VfeLP(E, &, 1), |1 fllps < w(E)™ 72| £lps (2)

Donc LP2(E &, u) C LPY(E, &, p).

0

Preuve. x € Ry — xP?/P! est convexe (2 2 convexe < 6> 1).

Jensen : si p1 < p2 < 00,

ﬁ/ (|f|m>m/mdu><ﬁ/ |f|mdu)”/’”

Sip1<p2=o00, |f|<|flloo p-presque partout. |f|P* <[ f||5 p-pp.

donc (2).

/E FPrdu< |12 u(B)
donc (2).

Théoréme. Soit p € [1,00], on se donne f, € LP(E, &, i),n € N une suite de Cauchy pour la norme
I]l p- Alors :

1. 1l existe une suite d’entiers (ng)renN strictement croissante telle que :

Vn,m = ng, || fn— fm||p<2_k

et

AfeLP(E,E, 1) fn, == f u-presque partout

2. limp o0 || fr = fllp=0.

Cela montre notamment que (LP(E, &, u),||-||p) est complet (c’est un espace de Banach).
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Preuve. (f,), suite de Cauchy signifie
Ve>0,3n(e) e N:Vm,n=n(e), || fo— fmllp<e

On pose ng =k +max {n(277);0< j<k}.
On a bien ng <ng41 et Vn,m =g, || fo— fnllp <275
On prouve d’abord le théoréme pour p € [1, 00| :
k
Pour tout k€N, g = |fno| + Zj:l |fnj - fnj71|' On pose g= |fno| + Zk21 |fnk - fnk71|'
9k, 9: E—[0,00] et sont E-mesurables. g =1lim,, 1T gr ponctuellement.

Par Minkowski, ou I'inégalité triangulaire pour la norme |||,

k2 0,19kl < Il fuollp+ 252y s = frsoallp <24 fuallp

Donc [, gpdu<(2+ [ faollp)?s VEEN

Par convergence monotone, [, g?du=1limy o [, grdu

donc [, gPdpu<(2+ | fuollp)? = 0< g < oo p-presque partout.

Donc f= fn,+ 21@1 fry — frn._, est bien définie p-presque partout.

Or fn0+21<j<k Jn; = fn;_= fnkm f w-pp, donc (1) est démontré pour p < oo.
Preuve de (2), toujours dans le cas p< oo :

Y, m = ng, || fn— fm||p§2’k. Donc Vi€ N, || fn, ., — fn||p§2’k

/ |fnk+z - fn'pd,u < 27k

E

On utilise Fatou :
[r=sran = [ vt g, - £l dn
E E l—=o

hmlnf/E |fnk+17 fn|pd,u

l— o0

N

< 2Pk

Donc Vn = ng, || f — fallp<27%. Cela implique que f € LP(E,&, 1) et que || f — f””’”mo
Preuve du théoréme dans le cas p=o00 :

On pose C'={| follsc +8uPn,men || fn = fm|loc <00

On pose N=UJ,, ,,en {1/l > 1 fulloc} U{lfn = finl > 1 fn = fimlloc}

OnaNeé&, u(N)=0, et

Ve e E\N,0< | fu(2)[ <[ fnlloo et 0 < [fn(@) = fin(@)| <[ fr = finlloo

Donc Ve € E\ N, (f,(ll)) N o5t de Cauchy, donc f(z)=1im,_ fn(z) existe.
ne

On étend f a E en posant f(z)=0siz € N.
0<|fu(z)] <O, donc 0K | f(x)|<C VzeE.
[ flloo <C <00, fEL®(E,E, ).
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0< | fu(@) = fn(@)| < fr = finlloo

an_fm||oo<5upm2n ||fn_meoo 50
n—oo
f"% f, f€L™®, f.— f u-presque partout.]
n o0

Exemple. Soit p € [1, c0].

1/p
IP(N) = u(umneNew:nunp(Z |un|p> <o

n=0
15(N) = {u: (e € KN [[u]]oo = sup [un] < oo}
neN

IP(N) = LP(N,P(N), #) car [ ud#=)] _\ Un.

Exemple. Le passage au quotient de LP(E, &, u) vers LP(E, &, 1) dépend énormément de p. En
effet, si E=R, E=P(R) et u=23d¢. Alors LP(E &, u)={f:R— K} est de dimension infinie. f=g
do-presque partout ssi f(0) = g(0). Donc LP(R,P(RR), do) est de dimension 1 (isométrique & R).

Résultats de densité.

On note S(F) l'ensemble des fonctions étagées a valeurs dans K.

Soit A €&, alors 14 € L>®(E, &, p).

Si pe[l,00], alors 14 € LP(E, &, 1) & p(A) <oo et |[1all,=pu(A)Y?P

Si f € S(FE), alors elle peut s’écrire f= Z1<k<n ¢k 1a,, avec les Ay éléments de € disjoints deux

a deux. On a alors :

o feLP(E, &, pn) (p<o0) < p(Ar) <ooA--Ap(Ay) <oo. On a alors :

1< S0 n(AnY?

1<k<n
o feL>(E &, p).
Prop. Vpe[l,00], S(E)NLP(E,E, ) est dense dans LP(E, E, ).

Preuve.

Cas p<oo:
f:E— Ry dans LP. 1l existe s, € S(E),n €N telles que 0 < s, < Spt1 et f=1limy, 00T 8.
On a donc s, € S(E)NLP(E,E, ).
0< f—sn< [ 0<(f —sn)P< [P
Par convergence dominée (car [, fPdpu < o0), lim, oo [, (f —$n)P?dp=0
limp, oo || .f = snllp=0.
Soit f: E— C dans LP(E, &, p). On écrit f=Rf)+—RH_+i(Sf+—i(Sf)-

Ve >0, 3s1, 82, 53,54 € S(E)NLP(E, E, p) telles que || f; — sil|p, <e/4

= ||f—(s1—sa+isg—isq)|p<e.
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p=o00 : encore plus facile :
fiE—=Ry, f<||flloo p-presque partout
Sn= Zogkg 127 |l s0) k27" ko ng r< (bt 1)27 )

O<Sn< ||fHoo ; Sn<5n+1 et ||f_5n|‘oo<2_n O

Théoréme. Soit p € [1, oo[. Soit (E, d) un espace métrique. Soit pu: B(E) — [0, o] une mesure
positive.

1. Si p est réguliére extérieurement pour les ouverts, alors Lipy(E) N LP(E, B(E), u) est dense
dans LP(E,B(E), p).

2. On suppose (E,d) localement compact séparable, et p: B(E)— [0, 00] une mesure de Radon.
Alors : Lip.(E) N LP(E,B(E), 1) (ensemble des fonctions lipschitziennes a support compact)
est dense dans LP(E, B(E), 11).

Idée de preuve. 1,4 avec p1(A) < 0o est approchable arbitrairement prés en norme |||, par

des fonctions de Lipy(E)NLP(E, B(E), ).
Ve>0,3U ouvert: ACUA |14 — 1p||=p(U \ A)YP<e
dr(x)=1A(kd(z,E\U)), ¢i € Lipp(F)

0< o< P11
limy,_, oo ¢, = 1y ponctuellement

0<1ly —¢p<1y.
1y = érllp < 1ol = w(U)/P <00
0<(1y — ¢r)P< 1y

Par convergence dominée, |1y — ¢r|| —— 0
k— o0

d¢ e Lipy(E)NLP(E, B(E), u) telle que |1y — ¢||,<e, donc ||[14 — ¢, < 2e.

Théoréme. On suppose que £ est engendré par une classe dénombrable d’ensembles. Si p € [1, 00,

LP(E, &, 1) est séparable.

Preuve. Plus tard.

Remarque. L>°(E, &, ) n’est en général pas séparable. Par exemple, [°°(N) n’est pas séparable.
En effet, soit JCN. 1;€ L*°(N). VJ,J'CN, J#£J, ona |15 —1ys=1. Donc ¥J,J CN,
J£J', B(1;,1/2)NB(1,+,1/2)=a. Supposons que [*°(IN) est séparable. Chaque boule B(17,1/2),
J C N devrait contenir un élément d’une suite dense. On aurait alors une surjection de N dans

{B(1;,1/2),J C N}, ce dernier ensemble étant en bijection avec P(N), c’est absurde.

2013-11-04, Icor KORTCHEMSKY

Changement d’horaires :
e cours le lundi 18/11 de 8h30 & 12h15 (salles a préciser)
e Pas de TD le jeudi 21/11
e Partiel le lundi 25/11

e TD le jeudi 28/11
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I11.3. Espaces L?

Ici (E, &, p) est un espace mesuré, K=R ou C.

I1.3.1.Espaces de Hilbert

Déf. Soit H un K-ev. Un produit scalaire sur H est une application H x H — KK, souvent noté
(-,-), tel que :

1. V(z,y) e H,{(z,y)=(y,x).
2. V(z,y,z) e HVINeK, {(x+ Ay, 2z) =(z,2z) + My, z)
3. VeeH,(z,x)>0et (z,2)=0=2=0.
Remarque. Vo € H,(0,z) = (x,0)=0; (z,\y) =\ (z,y)
Notation. Pour 2 € H, on note ||z| =+/(z,2). On verra que c’est bien une norme.

Propriétés. Identités de polarisation :

o (z,y)=7(lz+y[?— [z —y|]) dans le cas K=R

o Dansle cas K=C, on a (z,y) = (e +y|* - o — y[>+ile +iy|>—ile—iy|?
Prop. Soit H un K-espace vectoriel et (-,-) un produit scalaire sur H. Alors :

1. Cauchy-Schwarz :

va,y e H, |z, y)| <l 1yl
2. Inégalité triangulaire :
Vo,y e H, llz+yll <zl + |yl
3. ||| est bien une norme

4. Identité du parallélogramme : dans un parallélogramme de cotés = et y (donc de diagonales
r+yetr—y),ona:

lz+ylI>+llz —yl*=2(= 1>+ ly]1?)
Preuve.

1. On suppose y# 0. Soit A€ C tel que |A|=1 et tq Az, y) =|(z, y)]

On considére

P(r) = [lz=Ary|?

(x = Ary,xz—Ary)

= [|z]|* = 2Re(A7 (z,y)) + A\*r?|y]?
= [lz)* =27 [(z, y) >+ N r*ly?

=1

_ (r||y| _ |<w,y>|)2+”x2” _ |<$,y>|2

Iyl lyl?
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Comme P(r) >0 pour tout r € R, |z]|* — \(oT‘,yyHW

>0, d’ou Cauchy-Shwarz

lz+yl? = (z+y,2+y)

2]l + 2, y)] + llylI®

< el + 2K, y)l + [y 12
< 22l 202yl + [y 12
= (lzll+llyl)

3. Inégalité triangulaire : ok.
si ||z]| =0,2=0 ok.
[Az]?= Az, Az) = AN [[z]|* = [AP[l2]]?, done [[Az]|=|A][|=|

4 |l 4yl = lzl* + 2Refz, y) + |y
Iz = ylI* = lz]* = 2Refz, y) + [y ||

On fait ensuite la somme. OJ

Prop. Si (E, ||]|) est un K-ev norme. Il existe (-, ) produit scalaire tel que ||z| =+/(z,y) ssi |||
vérifie I'inégalité du parallélogramme (thm de Fréchet-Jordan-Von Neuman).

Déf. Soit H un K-ev muni d’un produit scalaire (-, -). On dit que c’est un espace de Hilbert s’il
est complet pour la norme ||-|| associée au produit scalaire.

Si dim H < 0o, H est nécessairement complet. Dans ce cas, on dit que H est hermitien.

Ex. Si n>1, on munit C" du produit scalaire (-,-) défini par :

n
j=1

avec & = (1,...,%n) et y=(y1,..., yn). Ceci fait de C™ un espace hermitien.

Ex. £L2(E, &, p) muni du produit scalaire
(f.9)= / fgdu

Ex. Les espaces de Sobolev (utiles en analyse fonctionnelle).

Application. En mécanique quantique.

I11.3.2. Projections orthogonales

Rappel. H K-ev. C'C H est convexe si Vz,y € C,Vt€[0,1],tz+ (1—t)yeC.
Théoréme : projection orthogonale sur un convexe fermé. Soit (H, (-, -)) un espace de
Hilbert et C'C H un convexe fermé, alors :

NageC:|xol| = lgfc ]|
€T

T4y
2
(utiliser I'identité du parallelogramme).

Idée de preuve. Si z, y € C, alors

€ C. Cela permet de prouver directement 'unicité
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Preuve.

Unicté. Si ||z]|=|y||=infiec ||z||=r, avec x,y € C, alors
T+ yl|2
2(Jz1P+1lyl3) = 4|+ llz - i1
=2(r?+r?) Y2

On en déduit ||z — y[| <0, donc x=y.

Existence. Soit (y,) € C" tel que ||y,|| = r=inf,cc ||z]. On va mq (yn)n>1 est une suite
de Cauchy :

_ 2
lyn = ym|* = 2(||yn|\2+||ym|‘2)_4’ o 2ymH

< 2(lynl?+ llym[?) — 472

Comme ||y, || — 7, (yn) est une suite de Cauchy.

Par complétude, Jxy tel que y, — z¢p. Comme C est fermé, zo € C. Par continuité de la
norme, on a ||y,|| = ||xol|, donc ||zo|| =r. O
H—- K

Lemme. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Alors Vo € H,
y = (y,z

continue.

) est une forme linéaire

Preuve. Elle est bien linéaire.
Par Cauchy-Shwarz, on a bien |(y,z)| < ||y [|z]. O
Déf. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert.

1. Siz,y € H on dit que = est orthogonal & y si (z,y)=0.
2. Si ACH, onnote A*={yc H:Vr € A, (x,y)=0}

Rmgq. A est toujours fermé. En effet, A+ = Nyea {z}t et {x}t={yec H:(y,z) =0} qui est le

noyau de la forme linéaire continue y— (z, y), donc ferme.

Théoréme : projection sur un SEV fermé. Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert, soit F'C H
un sous-espace vectoriel fermé. Alors :

1 Yz € H,3pp(x) € F: |lz - pr(z)| =infyer |2 — gl

2. 5 pr() € F* et 3 = |pr(@) |2+ o — pr(@)]?

3. x> pp(x) est linéaire, continue, et pp(z)=x<x € F.
Preuve.

1. Onpose C=z+F={x—y;yeF}.
D’aprés le théoréme précédent, Ilzg € C tel que ||zol| =inf.cc ||2]].

On pose alors pr(z) =2 — 2. On a bien ||x — pp(x)|| = ||zo|| = infyer |z — y]|. Cela
montre également pp(z) € F, ainsi que l'uniciteé.

2. Soit ye F, y#0. Alors VA€ K,

ol < flzo— Ay]?
= [lzoll* = 2Re (Mzo, y)) + APy ?
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On choisit A= <ﬁ;’||y2>. Alors :

| 2

(o, y)I* | {0, )
lzoll* < ol —2 +
A llyll? [y

|<101y>‘2

TG <0, donc (xg,y)=0Vy € F, or zo=x — pp(z), donc = — pp(x) € F+.

Donc

2
On écxit ||z]| = || pr(x) + & — pr(a)|| = pr(@)|?+ | — pr(@)]? (+) (Pythagore...)
—— N—\—

er eFL

3. pr est linéaire car H = F @ F*. En effet, on a vu que F + F+=H, et FNF+={0}.
D’apres (x), ||pr(z)]| < ||z, donc pr est continue.

Il est clair que pp(z)=z<zeF. O
Applications.
e Théorémes de Hahn-Banach
e Existence de bases hilbertiennes
e Théoréme de Riesz-Fréchet.

Remarque. Si F'C H est de dimension finie, le théoréme s’applique. En effet, F' est alors complet,
et donc fermé dans H.

Remarque. L’hypothése F' fermé est essentielle. Par exemple, si FF'={f:[0,1] = R polynomiale}
et H = L£2(]0, 1], dz). Par densité des fonctions continues sur [0, 1] dans H et par densité de F
dans C°([0,1], ||-||oc), il existe une suite de fonctions polynomiales (f,,) € F'N telles que par exemple

|| frn—sin]]2——=0 : il n’y a donc pas de projection orthogonale.
noo

Déf. Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert. On note H’ ’ensemble des formes linéaires continues sur
H muni de la norme ||¢|| =sup {|¢(z)|;||z] <1} pour ¢ € H'. On appelle H' le dual topologique
de H (topologique : on ne s’intéresse qu'aux formes linéaires continues).

Exo. Montrer que H' est un espace de Banach, ie que toutes suite de Cauchy converge.

Théoréme de Riesz-Fréchet. Soit (H, (,-)) un espace de Hilbert.

1. Voe H', il exite y, € H tel que Ve € H, p(x) = (x, Yy)-
De plus ¢l =ly,|-
De plus y,, est unique.

/
2. L’application H = H est une isométrie linéaire bijective.
P = Yy
Preuve.
1. Unicité. Siil existe y,z € H tels que p(z) = (x,y) = (zx,2) Vo € H, alors ||y — z||>=(y — 2,
y—2)=y)+(22) = (y,2) = (z,4) = o(y) + ¢(2) — (y) — () =0, donc y=z.

Existence. Supposons ¢ # 0. Soit F'=ker p={x € H: ¢(x) =0}. F est un sous-espace
vectoriel fermé de H. Soit y ¢ F. Soit z=pp.(y), et zozﬁ (z#£0car y¢ F).
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2.

Soit € H, p(p(20) x — w(x) 20) =0 car ¢ est une forme linéaire, donc ¢(zo) z — p(z) zp €
F, or zg€ F+ donc {p(20) z — () 20, 20) = 0. Donc (x, p(20) 20) = p(x) (20, 20) = @ ().

On prend donc y, = ¢(20) 2o

St p(z) = (z,yy), alors par Cauchy-Shwarz, [p(z)| <[z |yo [l < llyell si f=] <1.

Yo \| — Werve) _ H Yo
‘P(HWHN Tl = el et |5y

Donc [l¢]| <[y, || Or ’:17 donc [[¢]l = [yl
On a donc [|¢|| = [yl O

Ok.

Ce résultat permet d’identifier un espace de Hilbert a son dual topologique.

Applications.

Théoréme de Radon-Nikodym
Définition de ’espérance conditionnelle
Dualité LP-L1.

Théoréme de Lax-Milgram (analyse fonctionnelle)

Déf. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit (e;);ecs une famille de vecteurs de H.

1.

On dit que (e;);es est une famille orthogonale si Vj e J,e;#0 et (e;,e;) =0 si i j.
On dit que (e;) je s est une famille orthonormale si elle est orthogonale et que Vi€ J, |e; || =1.

On dit que (e;)jes est une base orthonormale compléte (ou base hilbertienne) si (e;) ey est
une famille orthonormale et vect(e;, j € J) est dense dans H.

Attention. Une base hilbertienne n’est pas forcément une base au sens algébrique.

Lemme. Soit (H, {-,-)) un espace de Hilbert, et A C H. Alors vect(A) = H ssi A+=/{0}.

Preuve. Sens = : Soit # € A+, mqz=0:Ve€ A, (x,e) =0, donc Ve € vect(A), (x,e) =0. Or
il existe une suite e, € vect(A) telle que e, — . Or par continuité de (-, ), (en, ) = (x, ),
donc (z,z) =0, donc z=0.

Sens < : par contraposée. Si F'=vect(A)+ H, soit € H\ F, on a que  — pp(z) € F+ (F est
un sev ferm¢). Or F+ C AL, donc Ve € A, (x — pr(z),e) =0. De plus x — pp(z) #0 car x ¢ F,
donc A++{0}. O

2013-11-06, I. KORTCHMSKY

Lundi 18/11 : cours a 8h30 en amphi Rataud.

IT1.3.3. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert, et (2;)1<i<n une famille libre de H.

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

1. On pose a; = ||z1]], et 61:%
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2. Si on a construit (a;,e;)1<i<j, J <N, on pose

Qj4+1=

J
Tj+1— g $g+1, 61

J
Tj41— z]Jrlvez €
i=1

Prop (en exo). La famille (e;)1<i<n est orthonormale, et vect(e;, 1 <i<n)=vect(z;,1<i<n).

€11 —
Jj+ a;

Interprétation. Sion pose F; =vect(x1,...,2;), aj+1=d(zj1,F;) et ij(Z'jJrl):Zg:l ()41,
ei>€z’

Notation. Pour j > 1, on note M, la matrice de Gram :

Comme () est libre, on vérifie que det M;+ 0. On peut aussi montrer que a?, ;=

M= ({ziTr) )1<ik<

det M]‘+1
det M;

Application. Tont espace de Hilbert H séparable et de dimension infinie admet une base hilber-
tienne.

Preuve. Soit (x;);>1 une suite dense dans H.

Pour k > 1, on note Ny = min {¢ > 1: dim (vect(xy, ..., ;)) = k}. On vérifie que N}, est bein
définie : si F*vect (x4,4>1) <00, alors F' est de dimension finie et fermé dans H, donc H est
de dimension finie car F' est dense dans H, absurde.

On vérifie que si on pose yr = n,, alors vect (yi, k>1) =vect (z, k> 1) et que (yr)r>1 est une
famille libre.

On note (e,)n>1 la famille obtenue & partir de (y;);>1 par procédé d’orthonormalisation de
Gram-Shmidt, ce qui donne la base hilbertienne voulue. J

Théoréme (Riesz-Fischer). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Soit
(en) une base hilbertienne de H. Pour z € H, on pose ¢p(x) = (z,e,),n>1. Alors :

1. limy 00 Hac — ZN en() enH =0, ce que 'on note dans H :

Z en(T) en

n=1

2. On a
22 = > ler(x)]?
k>1
siz,yeH, (z,y) = Z cr(@) c(y)
k>1
Preuve.

1. On introduit Fy = vect(ey, ..., en).

N
Onavuque Vo€ H, ||z]*= |z — pry(@)|I* = pry(2) 1 (+) avee pry(x) =32, k(@) ex.

Or (x) montre que ||z — ppy ()] est décroissante.
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Soit (yx)k>1 des éléments de vect(e;, 7> 1) tels que ||yr — || == 0. I1 existe une suite
oo

strictement croissante (Ni) telle que y € Fiv,. Or ||z — pFNk(z)H <z — yrll == 0.
oo

On a donc que ||z — ppy(2)|| — = 0, car c’est une suite décroissante dont une sous-
: —00
suite tend vers 0.

2. On utilise le fait que (-, y) est continue. Ainsi,

N
<1',y> = < lim Ck(-r)ek,y>
N~>ook 1

M=

= lim
N — o0

cr() (ex, y)

e
Il

1

E

= lim
N — o0

cr(w) cx(y)

>
Il
-

L’autre égalité s’obtient en prenant x =y. [

I*(N)

est un isomorphisme isométrique (une isométrie).
Cnt1(2))n>0

Remarque. H =
x —

II1.3.4. Séries de Fourier

Ici on travaille sur ([0, 1], B([0,1]),dx) (dz =1 est la mesure de Lebesgue).
On note L? = L?([0, 1], B(]0, 1]),dx), avec p € [1, 0]

I11.3.4.a. Dans L?

Notations.

er,: R — C
¢ oy e2ikmt Avec keZ

o [P =vect(eg, k €7Z) est ensemble des polynomes trigonométriques
o CF.={fR—C avec feCF et f l-périodique}
o Cpar={f:R—=C, f l-périodique et C*}
o Cb.={f:R—C, f l-périodique et continue}
Remarque.
o [[Flli<lIfll2< ]I f]loo pour f mesurable.
e PCCR CCF,CCY CL®CLPCL?

Notation. Pour f € L' et n €Z, on note ¢,(f)= [ f(t)e=2immtqt.

0,1]
Remarque. Si f est a valeurs réelles, c_,(f) =cn(f).

Rappel (lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € L}, alors ¢, (f) = 0.

On note Fy = vect(ey, |k| <n), et on note pr, la projection orthogonale sur Fy;, ie. pour f & L?:

prx(F)= > ealf)ex

|k|<N
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Par abus de notation, on garde cette notation pour f € L! (cela ne s’interpréte comme une
projection orthogonale que dans L?).

Prop.
o llexl,=1

o lea(HNI<Iflp pour felLP

e pp,:LP— LP est continue linéaire.

Preuve. (1) ok, (2) ok (inégalité de Holder).
(3) Ok par Minkowski : [[pry(£)lp < (2N +1) ], O

Définition. Pour f € L' et N >0, on note :

1 N
‘I’n(f) = N—sz—:o PFy,

Prop. ®,,: LP — L? est continue.
Preuve. Ok par Minkowski et par ce qui précede. [
Déf. Pour N >0, on note :

2inkt _ SI(T2N+1)t)
sin (7t)

KN(t):;zN: p2imit — L (sin(w(N+1)t))2

sin (7t)

Dy est appellé noyau de Dirichlet et Ky est appellé noyau de Féjer.

Prop. Si f € L' et f est 1-périodique, alors :

pex(f) = o f(t —u) Dn(u) du

SN(f)(t) = o flt—u) Kn(=u)du (%)

Preuve. En exo.

Lemme utile.

1. KN>O et f[O 1] KN=1
2. Sig: [%1, %} — C est une fonction mesurable bornée continue en 0, alors
/{1 ) 09 K = 500

Preuve (idée).

1. Ky >0 ok. f[o,1] Ky =1 découle de (%) avec f=1 (fonction constante égale a 1) et du
fait que pp,(1)=1.
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2. On écrit :

Aprés on découpe en deux et on contrdle ce qui se passe (en exo). [J

Théoréme (Féjer). Soit f € CPe,. Alors :

1f=@n(lle = 0

N — o0

Corollaire. P est dense dans (Cper, ||| s)

Preuve.

FO-ax(HO] e /[ F(8) = £t —w)| Kn(u) du

Or f est uniformément continue. On pose wy(d) =sup {|f(s) — f(¢)|;]|s —t| <I}. Ainsi wy est
bornée, continue en 0 et w(0) =0. Le théoréme de Féjer découle alors du (2) du lemme utile. [J

Théoréme. La famille (ex, k € Z) est une base hilbertienne de L2([0,1]). De plus,

1. Si feL?*([0,1]), alors Hf = k<N ce(f) ek’ —— 0, ce que I'on note :

’ 2

f = Z ck(f)ex dans L?

[k|<N

2. Si f,ge L*([0,1]),

En particulier, || f||3= dokez lex ()]

Preuve. Par Fé¢jer, P est dense dans (Cher, ||[|o0), donc dans (Cher, ||-|2) car ||]l2 < |||l so-
Or Y., est dense dans L%([0,1]), donc P est dense dans L%([0, 1]).
Comme (e, k € Z) est une famille orthonormeée, c’est bien une base Hilbertienne.
(1) et (2) sont des conséquences de Riesz-Fischer. [
IT1.3.4.b. Fonctions plus réguliéres

On peut avoir des convergences plus fortes que dans LP.

Prop.
L Si feCk,, co(f®)=(2imn)keal(f).

2. Si f€Chey, alors Y-, |ex(f)] <oo et on a Hf_Z“CKN ex(f) ekHoo—>07

N—o00
c’est-a-dire que f=3", _, cr(f)exr

3. feCpa e Vp=1,nPlen(f)]—— 0
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Preuve (idée).
1. Par IPP

2.

Sl < latpnl+ey AU

ke k>1

Cauchy-Shwarz 1 1
< leo( ) +— > 72 1> ler(£)]?
k>n k=1

Or sy lex(f)P <115 < o0

Ensuite, on voit que f et Y7, ., ck(f) ey ont les mémes coefficients de Fourier. Comme
(ex) est une base orthonormale de L? :

f = Z ck(f) ex dans L2, donc presque-partout
kEZ

Or f et les e sont continues, donc la convergence a lieu partout.

3. Conséquence du lemme de Riemann-Lebesgue. O

I11.3.4.c. Fonctions moins réguliéres
Quel sens donner a ), _, ck(f)exr ? Dans quel espace ? Lien avec f 7

Théoréme (Dirichlet). Soit f: R — C une fonction mesurable 1-périodique telle que
fol [f(t)] dt < oo. Soit tg € R, on suppose que la limite & droite en tp de f existe, on la note

f(td). On suppose que la limite & gauche en ty de f existe, et on la note f(ty).

flto+t)— f(td) flto—1t)— f(t)
p 07| dt < oo et /[071] . 0

ex(f)entto) ———> 5 (F(D)+ (1))
K<

dt < oo. Alors :

On suppose que /
[0,1]

Preuve. On écrit pr(f)(to) = /{ . (Flto+1) — f(to—1t)) Du(t) dt.

On retranche %(f(tar) + f(ty)), on les rentre sous 'intégrale, on utilise Riemann-Lebesgue. [

2013-11-13, T.DUQUESNE

IV. Mesures complexes et théoréme de Radon-
Nikodyn
IV.1. Mesures complexes

Déf. On se donne (F, £) un espace mesurable. L’application u: & — C est une mesure compleze
si pour tous A, € E,n €N deux-a-deux disjoints, la série de terme géneéral (u(Ay))n converge et si

M(UnelN A") :ZHGN M(A")
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Lorsque p est a valeurs réelles, u est appellée mesure signée.

Prop.

2) 1(2)=0
b) Si A, B € € sont disjoints, u(AUB) = u(A)+ u(B)
VA&, p(E\A) = p(E) — u(A).

c) p:€— C une mesure complexe. On pose v(A) =Re(u(A)) et 7(A)=Im(p(A)) pour A€€.
Alors v et w sont des mesures signées.

Déf. Soi a, € C,n € N. La série de terme général (a,,), est commutativement convergente si pour
toute bijection 7:IN — N, la série de terme général (a(n))n est convergente, et si on a

Zne]N y(n) = Ene]N an

Prop. (a,) commutativement convergente < »° - o |a,| < oo.

Lemme. Soit (E, &) un espace mesurable et p: € — C une mesure complexe. Alors VA, €E,neN,
deux a deux disjoints, la série de terme général u(A,) est absolument convergente :

Yonen [#(AR)| <00

Déf. Soit p: & — C une mesure complexe. VA € £, on pose

ul(4) = sup { S (A (An)nex partition de A}

neN
|| : €= [0, 00] est appellée variation totale de p.

On a: |u|(A) > |u(A)|. En général I'inégalité est stricte.

Théoréme. Soit (E, &, i) un espace mesuré complexe. Alors |p|:E — R4 est une mesure positive
finie.

Preuve. Soit B, € £,n >0 deux a deux disjoints. On pose B = UneN Bheé.

Soit Cp € £, p€ N une partition de B. Donc C,N B,,,n €N est une partition de ).

DGl = Y | w(CNBy)

peN peN [neN

ST (G B

peEN neN

S S [u(C,N By

nelN pelN

> lul(By)

neN

N

/N

N

En prenant le suprémum sur les C, € £, p € N qui partitionnent B, on a que |u|(B) <
Y nen |1(Bn) (). Ceci est vrai VB, € £,n € N deux & deux disjoints et B={J, o Bn-

On veut montrer que |u|(B) <o0,VB € £. On suppose d’abord que pu est une mesure signée (ie.
elle est & valeurs réelles). On montre d’abord que : VB €&, si |u|(B) =00, alors 3A;, By € £ tels
que 141UB1:B7 AlﬁBlig, |,LL(A1)| >1let |[L|(B1) =00 (**)
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Preuve de (**). 30, € £,n € N partitionnant B tels que > [1(Cn)| >2(1+ |u(B)]).
On pose S; ={neN: u(C,) >0} et S_=N\5,.

Sans perte de généralité, on suppose que Zne& w(Cr) = =37, cs H(Cn). On pose alors
Al:UnES+ Cn et B1: U37 Cn AlﬂBlig et AluBliB.

Ona2(l+[uB)) <3, cs, MCn) =3, cs MCn) <230, o 1(Cn)=2pu(A1).
On a donc (A1) 21+ |u(B)], or |u(Ar)| <[p](A1), done |pf(Ar) >1.
|1(B1)| = [(B) — p(A1)| = [u(B)| — |n(A1)| > 1

Donc |p|(B1) = [w(B1)[ > 1

On utilise () : oo =|p|(B) < |p(A1)| + |pu(B1)| donc |u|(A1) =00 ou |u|(B1) =o00. Quitte a
échanger les rolesde A et By, cela montre (kx).

Montrons que |u|(B) < oo VB € € lorsque p est une mesure signée.

On suppose 3B € &: u(B) = co. En appliquant demnaiére répétée (*x), on montre ’existence
d’une suite A, € £,n >0 d’ensembles deux a deux disjoints tels que |u(A,)| = 1. Or la suite de
terme général (u(A,)) doit converger absolument, absurde.

On revient aux mesures complexes : montrons que |u|(B) < oo VB €&, avec p mesure complexe.

Preuve. On pose v1(A) =Re(u(A)) et vo=Im(u(A)). On sait que vy et v sont des mesures
signées, et on a v1(A) +iva(A) = pu(A).

Comme toutes les normes sont équivalentes sur C ~ IR?, il existe une constante k € ]0, oof
telle que VA €&, |u(A)|=k [v1(A)| 4+ k |v2(A)].

Cela implique que |p|(A) <k |11](A) + & o] (A) < co.

Soit By, € £,n € N deux & eux disjoints. On pose B= ], . Bn. Soit € >0.

Comme |u|(B) < o0, il existe une partition A € £, pe N de B, telle que

lul(Br) <e27" 71+ 30 (A7)

> pl(Bn) <e+32, Len [0(AY)|<e+|pl(B), car Af,n, p € N est une partition de B.

Donc comme ¢ est arbitrairement petit, on a que > |p|(By) < |¢|(B), on a donc la sigma-
additivité. U

Exemple (*). Soit (E,£) un espace mesurable, et vy, v9,v3,v4: € — RT des mesures finies positives.
On pose, VA€ &, u(A)=v1(A) —va(A) +1i (v3(A) —va(A)). Alors p est une mesure complexe.

Exemple. v: £ — [0, oo] une mesure positive. On se donne h € LYE, £, v). VA € &, on pose
w(A)= fA hdv. On vérifie que p est une mesure complexe. On utilisera la notation p=hwv.

Prop. Si hv = fr,alors h= f v-presque partout.

C’est déja démontré pour les cas h et f des fonctions positives. On s’y rammeéne.en prenant
(Re)4, (Re)—, (Im) 4, (Im)_ (en exercice).

Deéf. Soit (E,£) un espace mesurable et u: & — R une mesure signée. On pose p+ :%(|u| +p), et

o= %(|u| — ). Alors ™t et u~ sont des mesures positives finies, u* est la variation positive de

wet u~ est la variation négative de p. On a p=pu*t — .

Remarque. Toute mesure complexe s’écrit sous la forme de 'exemple ().
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IV.2. Absolue continuité et singularité des mesures
Déf. Soit (F, &) un espace mesurable.

a) Soit p: & — [0, co] une mesure positive, et v: £ — C une mesure complexe. Alors v est
absolument continue par rapport a psi VA&, u(A)=0=v(A)=0.

Notation. v < pu.

b) Soit v: £ — C une mesure complexe. Elle est concentrée sur AcEsiVBe&, v(B)=v(ANB).

O(Doo] des mesures complexes/positives. Alors elles sont mutuellement
singulieres (ou étrangeéres) si 3A1, Ag € € tels que A1 N Ay =3, 17 est concentrée sur A; et
V9 est concentrée sur As.

c) Soient vy, vy : € — [

Notation. vy 1Ly

Remarque. Si v est une mesure positive, alors elle est concentrée sur A si v(E\A) = 0 (et
réciproquement). Ce n’est pas vrai pour une mesure complexe (exemple différence de deux masses
de Dirac).

Exemple 1. Si v est une mesure diffuse, alors Vz € E,J, Lv.
Exemple 2. 11 existe p:B([0,1]) — [0, 1] une mesure de probabilité diffuse telle que IL .

Exemple 3. Soit u: & — [0, oo] une mesure positive et soit h € LYE, £, u). On pose v = h u, ie
v(A)= [, hdp. Alors v < p. En effet, si u(A)=0, alors [, hdu=0.

Prop. p:€—[0,00] une mesure positive. v, v, 2 des mesures complexes ou positives.
1. Si v est concentrée sur A, alors || aussi (sous-entendu v est une mesure complexe).
2. Si vy Lws, alors |vp|L|vsl.
3. Sivy << et vo <K p, alors ¢y vy + cova K 1, avec c1,c0 € C
4. Siv< p, alors |v| < p.
5. Sivilp et volp, alors c; vy +congl .
6. Sivy << petvolpu, alors vy L.
7. Sivlpetv<p, alors v=0.

Preuves. En exercice.

IV.3. Théoréme de Radon-Nikodym

Théoréme (pour les mesures complexes). Soit (E, £) un espace mesurable. On se donne
w: € — [0, 00] une mesure positive sigma-finie, et v: £ — C une mesure complexe. Alors :

1. Il existe un unique couple de mesures complexes (Vabs, Vsing) t€l que ¥ = Vabs + Vging, avec
Vabs << ,U/ et VSngL,U/

(Vabs Vsing) est appellée décomposition de Lebesgue de v.

2. Il existe une fonction f € L1(F, &, ), unique a modification u-preque partout prés, telle que

Vabs(A) = / fdp, cest-a-dire vaps= fu
A
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On appelle f la dérivée de Radon-Nikodyn de v par rapport & pu, et on la note souvent

Preuve. On suppose d’abord que v: £ — RT est une mesure positive finie.
fu est sigma-finie, donc 3E,, € £,n €N telle que E=J, . En et VR €N, pu(E,) <oo.

On pose

w: E—[0,1], et on a méme Vr € F,0<w(z) <1. [, wdpu<oo.

On pose m=v+wyp, ie 7(A) =v(A)+ [ , wdp. 7:€—R* est une mesure positive finie.
m(E)=v(E)+ [, wdu<oo.

Soit f e L*(E,&,m). On pose A(f)= [, fdv.

[t < [inavs [ rieas
[ 1r1ar
/|f|><1><d7r

2 oo

VfeL*(E,E, ), |A(f)|:’fE fdl/’ < \/W(E)ﬂ/fE f2dr.

A:LX(E,E,T)

N

Par Riesz-Fréchet, il existe go € L*(E, €, 7) telle que Vf € L*(E, &, ), A(F) = [, fdv =
fE fgodm.

Soit A € € tel que m(A) >0. Alors v(A)= [, 1adv= [, godr.

v(A) 1
W(A)—m/fxgodﬂ<1 (*)

n(A
(en effet, 7(A) =v(A) + [ , wdp, donc WEA; €10,1])

On montre que m-presque partout, 0 < go< 1.

Preuve. Soit a>1et A={gy>a}.

1ago>aly. Donc si w(A) >0, alors godm > a>1, ce qui contredit ().

1
w(A) fA
Donc m(A)=0.

{g0>1}=U,ent90=1+27"} 7({g0=1}) <>, cnn T({g0=1+27"}) =0, donc 7-presque
partout, go< 1.

On fixe b> 0, et on pose A= {go< —b}. Si7(A)>0, ﬁfA go <0, ce qui contredit (x),
donc m(A)=0

{90<0}=U,en {90<=27"}, done m({go<0}) =32, ey ({90 < —27"}) =
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donc gg > 0 7-preque partout.

Quitte & modifier gy sur un ensemble de mesure 7 nulle, on suppose que Vz € E, 0< go(z) <1,
et que Vfe L*(E,&E,m), fE fdv= fE fgodm.

Or [, fgodr= [, foodv+ [, fgowdp.

Donc Vfe L*(E, &), [, f(1—go)dv= [, fgowdp.

On note Aging= g "({1}), et Aaps=E \ Aging= 95 ([0, 1]). AsingN Aabs = D et AgngU Aups = F.
On pose Vabs = V(- N Aabs), €t Vsing = V(- N Asing). On a bien v = Vabs + Vsing, Vabs-LVsing.

Montrons que VsingL pt : fE 14, gowdpu= fE 1a,,.(1 iogo) dv=0.
i 14, wdu=0, donc p-presque partout 14 =0, donc

,U(Asing) =0.

On pose maintenant h, = 1 + go + g8 + - + 96’71. Alors 0 < hy, < n, h, est bornée donc
h, € L*(E, £, 7) puisque 7 est une mesure finie. On applique les égalités précédentes avec
f=1ah,: fE lAhn(lfgo)dl/:fE lAhnwdu:fE 1ana.,, hn (1 — go)dv.

sing W =0, donc p-presque partout, 14, .

Or hn(1—g0)=1-90- Lana..hn(l—g0) =1ana.(1—96)TLana,,.

4
Donc par convergence monotone, [ 14 gn(1 — go) dv = fAmAabs (1—gg) dv — v(AnN
Aabs) = Vabs(A)-

On pose h=supy0hn, hn < hng1. Par convergence monotone, [ 14 hy w duﬁ fA hwdu

Donc VA €&, vaps(A) = [ , hwdp. On pose f=hw: E— [0,00], E-mesurable.

Vabs(E) = fE fdp <oo donc f< oo p-presque partout.

Quitte & modifier f sur un p-négligeable, il existe f: E— R™ telle que vaps= fdpu.
2013-11-18

Unicité de la décomposition (Vsing, Vabs). (v mesure complexe)

On suppose (Véing, Vabs) telle que v = viine + Vaps, €t Ving L it et v, < pu.

Vabs — Vabs = Vsing — Veing = &- € < p et Lp, donc £=0. On a donc vabs = Vabs €t Vsing = Ving.

Existence de (Vsing; Vabs) POur v complexe.

2

. 1 .. . 1 .
Il existe v, % 13, v des mesures positives finies telles que v =v" —v? +i (v3 — %)

Vie{l,..., 4} vi=vl + v, avec vl = fiu, et vh Lu
1 . .
On pose Vsing = Vsing — Vs2ing+l (Vs?’ing_ V;ling)a f=hHh- f2+l(f3_ f4)7 Vabs = f 14

1 2 . 3 4
3 Vabs = Vabs — Vabs 1 (Vabs — Vabs —
On a bien vging L 11, { V:z:<< abs ~ Vabs + 1 (Vabs = Vabs) e, ) + Vsing =V

Fin de la preuve du théoréme de Radon-Nikodym pour v mesure complexe. []

Déf. (E, ) espace mesurable, v: € — [0, co] mesure positive. v est dite somme de mesures finies
s'il existe une suite v, : € = R4, n € N suite de mesures positives finies telles que v=73_ _\ vn.
On montre que v sigma-finie = v somme de mesures finies.

. . - , . .
Si v est somme de mesures finies, alors fE fdv= ZneN fE f dvy, (c’est vrai pour les fonctions

indicatrices, puis utiliser le lemme technique).
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Théoréme (pour les mesures positives). Soit (E,£) un espace mesurable, p: E— [0, c0] une
mesure sigma-finie, et v: E— [0, co] une mesure somme de mesures finies. Alors :

e Il existe un unique couple de mesures (Vsing, Yabs) telles que v = Using + Vabs, VsingL 1, Vabs < K,
et 3f: E — [0, o] £-mesurable, unique & modification p-presque partout telle que v = fpu
(f est la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a ).

e Si v est sigma-finie, alors f peut étre choisie a4 valeurs dans R.

Preuve. v=73% . V", avec V" mesures positives finies. 1" = v{,g + fn p, avec fn: E— R &-
mesurables, et vg,, L .

On pose Vsing = ZneN Viing, on vérifie que vging Lt (exercice).

On pose f= ZHGN frn €t Vaps= fr. On a bien v = vsing + Vabs (unicité en exercice). O

IV.4. Conséquences. Décomposition de Jordan

Théoréme (décomposition polaire). Soit (E, £) un espace mesurable, p: & — C une mesure
complexe. Alors il existe h: E— C E-mesurable telle que Vx € E, |h(z)|=1 et p=~h |ul.

Preuve. Il est clair que p < || car [pu(A)| < |p|(A).
Par Radon-Nikodym, il existe h: E— C E-mesurable, h € LY(E, €, |pn]), et p=h |ul.
Soit 0<r<1, A,={|h|<r}e€&. Soit B, €E&,n >0 une partition de F.

5 (A B =S | [ am, Il <Ss [ am, 0ldlal = J (Bl d]nl
Y onso (AN By)| <7 |p|(A;), pour toute partition B, €&,n €N de E.

En prenant le suprémum sur (By),>o partition de E, |u|(A,) <7 |ul(4,), r<1
S 1l(A) =0, [ul({|A] <) =0¥r < 1.

lul{Inl <) =pl(U,5, (IR <1-27"}) =0

| pt]-presque partout, |h|>1

Soit z € C,e >0 tels que |z]| —1>¢. On s'intéresse A B={x € E: |h(z) —z|<e}

ul(B) > |u(B)|
- ug hdlﬂl‘
> | [ =2l o)
> el lnl(B) = [ 1h==Idiul
> |2 ul(B) - |ul(B)

= ([z[=e)[nl(B)

0

Done |11|(B) > (|| — ¢)|ul(B) done ||(B)
R>,1—/

Vz€C, Ve >0, avec |z|>1+¢,on a |u|({|h—z|<e})=0 (C\B(0,1)). O

Corollaire. (E, &, u) espace mesuré complexe, h = dd|_ﬁ\' Ve LY E,E, |pn]),

[ ran = [ sndu]
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[ [ fdp est C-linéaire, |fEfdu} < S 1fdlpl
La convergence dominée est vraie pour ces intégrales, l'interversion série-intégrale de méme.

Prop. Soit (E, &, 1) un espace mesuré positif, avec u sigma-finie, soit f € L1(FE, &, u). On pose
v=fu. Alors : |[v|=|f| p.

Théoréme (décomposition de Jordan). (E, &) espace mesurable, p: £ — R une mesure signée.
On rappelle que put = %(|u| +p)et pm= é(|ﬂ| — p).Alors:
1. Il exite A+ et A_ dans € telsque AyUA_=F, ALNA_=0,
pr=p(-NAL) et p==p(-NAp). On adone ptlpu~
2. VBe&, ut(B)=sup{u(C);Ce&:CCB}et p=(B)=—inf{u(C);Ce&:CCB}.
3. Si uy et ps eont deux mesures positives finies telles que g = 3 — pe, alors VB € &,
p1(B) = pt(B) et pa(B) > n™(B)

d(‘l—“. h:E—{—1,1} £-mesurable.

On prend A, =h71({1}) et A_=h"Y({-1}).
p(B)=[pl(BNAL) —|u|(BNA-)

i (B) = 5(|ul(B) + u(B) = |u|(BNAy) et p=(B) = 5(|ul(B) — u(B)) = |u|(BNA-)
cela prouve le point (1).

Preuve de (2) :si C C B, pu(C)=pu™(C)— p=(C) < pu™(C) < pt(B), donc sup {u(C);Ce&:C C
B}<put(B),or u(BNAL)<sup{u(C);Ce&:CCB},donc ut(B)=sup{p(C);Ce&:CCB}.
Pareil pour p~.

Preuve de (3) : Soit C€&,C C B. u(C)=u(C) — u2(C) < p11(C) < p1(B). On prend le sup
sur les C €£,C C B, et par (2) on a bien u™(B) < p1(B), pareil pour p~. O

Preuve. On note h=

IV.5. Dualité LP-L1

Dans K=R ou C

Déf. Soit (H, ||||) un K-ev normé et ¢: H — K linéaire. ¢ est continue si ||¢|" =sup {[¢(z)];z €
H:||z|| =1} < 00. ||¢]|’ est une norme sur ’espace des formes linéaires continues, ie sur le dual
topologique de H.

Exemple. (E, &, p) espace mesuré, avec p positive. Soit 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00 conjugués.
Soit g € LYUE, &, ). On pose ¢(f) = [ fgdu, Vf e LP(E, &, p). On vérifie par Holder que
l[o(N<|lgllqll fllp, donc ¢ est une forme linéaire continue de L?, et [|¢ ||, < ||g]lq-

Théoréme de dualité LP-L9. Soit (E,&, 1) un espace mesuré avec p positive sigma-finie. Soit
pE[l,00[ et g€]1,00] son exposant conjugué. Alors :

1. Pour toute forme linéaire continue ¢: LP(E, &, u) — K, il existe un unique g € LY E, &, p)
tel que Vfe LP(E,E,p), ¢(f)= [, fgdu

2. Onallolp=lglq
3. ¢r>g4 est linéaire bijective isométrique.

On identifie donc le dual de LP(E, &, u) avec LY(E,E, p).

(cas particulier : p=q=2, L? est son propre dual)
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V. Constructions de mesures

V.1. Mesures extérieures

Déf. Soit F un ensemble non-vide. Soit p:P(F)— [0,00]. Alors c’est une mesure extérieure si :

[\
=
=
7

> >0 u(By,) pour tout A C U,,>o Bn, avec ACFE et B, CE,n€N.

Remarques.
1. Si AC B, alors u(A) < u(B).
Une mesure extérieure est sigma-sous-additive : VB,, C E,n >0, u( Un>0 ) < Zn>0 w(By)

2. Malgré son nom, une mesure extérieure n’est en général pas une mesure.

La restriction d’une mesure extérieure a4 une certaine classe de sous-ensembles va étre une
mesure.

Déf. Soit p1: P(E) — [0, c0] une mesure extérieure. Un sous-ensemble B C E est dit p-mesurable
siVX CE, (X)=u(XNB)+ u(X \B). On note £(u) la classe des ensembles p-mesurables

(remarque : X \B={z€FE:x€ X Nx¢ B} =X N(E \ B), pas besoin de supposer B C X)

Lemme. p: P(E)— [0, 00] une mesure extérieure.
Bel(p) VX CE, wX) > pu(XNB)+ u(X\B)
Preuve. VX, VB, on a toujours u(X)< u(XNB)+ pu(X\B) O
Théoréme. F non vide, u: P(E)— [0, 00] une mesure extérieure.
1. &€(p) est une tribu qui contient les ensembles N C E tels que p(N)=0 (p-négligeables)
2. La restriction de p & £(u) est une mesure positive.

Preuve. (1) est stable par passage au complémentaire, et @ € E(u).

Si NCF avec u(N) =0, alors VX CE, u(X) < p(X N N)+ p(X \ N) < u(N) + u(X\N) =
p(X\N) < u(X), on a donc des égalités, u(N)=pu(XNN)+ pu(X \ N), donc N € E(p).

Soit B,C €&(p). Soit X € E,

I
=

»
D
=

1(X)

|
EEEREEE
>
D
=

(

(( \B
((X\B ) 1 X\(BUC
( \

)

VA,
=

»

)

=

C

donc BUC € () par le lemme précédent.

Montrons que £(u) est stable par union dénombrable :

Soit B, € £(u),n € N. On pose Co= By, Vn>1,C=(UJr_, Br)\ (U}Z] Br) € E(p)
Les (Cp)n>0 sont deux a deux disjoints, B, = UZ:O Cy et Un>0 B, = Un>0 C,=B.
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Soit X C F,

:u(X) = M(Xﬂ UZ:O Ck) + M(X\UZZO Ck)
= (Cpoo X NCK) + (X \Uj—o Ck)
Y oh—o (X NCx) + u(X\B)

WV

Done, VX CE :
w(X) =2 wX\B)+32, 50 (X NCy) (3)

Or3> o wXNCy,) = M(Un>o X\C)=puXny Cn)=m(XNB).
On a pu(X) > p(X\B)+ (X NB), VX €E, donc B={J,, Bn€E(n).

On a donc que £(u) est une tribu.

Par (3), on a VX C B, u(X) > p(X\B) + 5, 20 #(X 1 Cy) > u(X\B) + u(X N B) = pu(X)
Donc VX C E, u(X) = pu(X\B)+3, 5o n(X NCh),

cest vrai VB, € E(u),n >0, et Cp=J;_, Br \ Uz;é By

Siles B, € E(p ) deux a deux disjoints, alors C,, = B,. On applique 1’égalité précédente a
X=B= B,,, ce qui donne “(Un>0 Bn) = u(B) :Zn>0 w(By). O

Lemme. Soit u: P(E) — [0, 00] une mesure extérieure, soit f: E— [—00,+00]. Alors f est £(u)-
mesurable si

n=0

VX CE,Va,beR avec a <b, u(X) > p(XN{f<a})+u(XN{f=0}) (%)

Preuve. On suppose () et on doit montrer que Vz € R, {f <z} €&(n).
On fixe a1 < b1 <ag < by < - <a, < by, soit X C E.
On pose X*=XNJ;_, {f€lar,be]}. On applique (*) & a=b,_1 et b=ay, :
p(X) Z (X0 f <bna}) + (XN {f = an}).
p(X O Upy {1 € lars b)) = n(X N URZ) {F € law, bil}) + (X N {f € [an, bu]})

Va1 <bi<ag<ba<-+ <an<bp, VX CE, p(XNUj_, {f€larbe]}) =D, _, m(XN{f€lar,br]})
(notons cette propriété (xx)).

Soit re R, XCFE
HX) 2 Y, e X O Efo 272072 0 427207 1]))
p(X) 2 e X N{felz+272" a4+ 272]})
On somme : 2 u(X) >3 o u(XN{felz+27" L z+27"})
On suppose p(X) < oo : Ve >0,3In.:Vn=n.,
e > > pXn{fel+2 L z+27"}

n>=ne

> pXN{felr,z+27"})
pXN{f<a}) +p(Xn{f>z}) < pX0{f<z})+pX0{felz,z+27"})+p(XN{f>

x+27"})
< p(X)+e par (%)
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VX CF tel que p(X)<oo, VxR, Ve>0, u(XN{f<z}) +p(Xn{f>z}) <puX)+e
donc w(X N {f <o} + u(X N {f >} < u(X)
OnadoncVXCE, VzeR, {f<z}e&(p) O

V.2. Extension de Carathéodory

V.2.a. Théoréme d’extension. Construction de la mesure de Lebesgue

Déf. Soit E un ensemble non vide, A C P(E) une classe d’ensembles.
e A est une algébre si elle est stable par union finie, par passage au complémentaire et si & € A.

e Soit p: A— [0, 00|, avec A une algébre.

C’est une fonction additive d’ensembles si VA, B € A tels que AN B =@, u(AU B) =
u(A) + u(B).
C’est une fonction sigma-additive d’ensembles si VA, € A,n € N deux-a-deux disjoints tels

que U, 50 An €A, ona p(Ad) =3 -, n(4y)

e 4 est dite sigma-finie s’il existe des ensembles E, € A, n € N tels que UneN E,=F et
w(E,) <oo ¥n eN.

Si pu: A—[0,00], A algebre, est additive, alors u(@)=0et VA, Be A, si AC B alors pu(A) < p(B).
En général ce n’est pas une mesure positive.

Proposition. Soit A une algébre sur F, pu: A — R4 une fonction additive. On suppose que
u(E) < oo, alors : p est sigma-additive < VA, € A, n € N suite d’ensembles tq A,4+1 C A4, et

ﬂn>0 A, =9, on alim,_, o u(A,)=0. (notons () cette deuxiéme propriété)

Preuve. On suppose que p satisfait (x). Soient B, € A, n > 0 deux-a-deux disjoints tels que
B=U,cn Bn€A. Onpose A, = B\(BoUB1U---UBy,). Apt1C Ay, ApeAet Npen An=2.

Comme u(E) <00, i(An) = p(B) = p(BoU ByU---UB,,) = u(B) — u(Bo) — -+ — ju(By).
Par (x), limy, o (An) =0, donc u(B)=>" -, u(Bn), donc p est sigma-additive.
Réciproque : vraie, laissée en exercice. [J

Proposition. Soit A une algébre sur E.

1. Soit pu: A— [0, 00] une fonction sigma-additive. Soit A € A. Alors u(-NA): A— [0, 00] est
aussi sigma-additive.

2. Soient fi,: A~ [0,00],n € N des fonctions sigma-additives. Alors }7 - n: A= [0,00] est
sigma-additive.

Preuve. En exercice

Proposition. On note P 'ensemble des intervalles de R. On note A les unions finies d’intervalles
de R deux-a-deux disjoints. Alors les assertions suivantes sont vraies :

1. P est un pi-systéme, et o(P)=B(R)

2. A est une algébre contenant P, et donc o(A4) =B(R)
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3. 1l existe une unique fonction long: A — [0, oo] sigma-additive et telle que Va,b€R,a<b, on
ait long([a,b]) =b —a.
Preuve. (1) et (2) : connu + exercice.

Définition de long. Soit I un intervalle, alors si I n’est pas borné on pose long(l) =o00. Si [
est borné, on note a son extrémité gauche et b son extrémité droite. On pose long(I)=b — a.

Supposons que Vg € Z, il existe long,: A— [0, oc] sigma-additive telle que pour tout intervalle
I'€P, on ait long,(I) =long(IN[g, ¢+ 1[). On pose A=3" _, longg: A—[0,00].

Par la proposition précédente, A est sigma-additive.

Soit I € P borné d’extrémités a <b. Sib< goua>q+1,alors IN[q,q+1] et vide ou est réduit
a un point, dans tous les cas long(I N[gq, ¢+ 1[) =long,(I) =0.

Sinon, I N g, g+ 1] est un intervalle d’extrémité gauche qV a et d’extrémité droite g+ 1 A b.
Donc longy(I)=(¢g+1)Ab—(qVa).

Dans les deux cas, on vérifie que long,(I)=((¢+1)Ab—qVa)+

Donc A(I) =37, longg(I)=>> ., ((¢+1)Ab—qVa)r=b—a.

A satisfait bien la propriété de 1’énoncé.

On fixe g € Z, il suffit de montrer qu’il existe long, : A, — [0, 1] sigma-additive telle que VI
intervalle de [q, ¢ + 1] d’extrémités a < b, long,(I)=b—a, ou A;={AN[g,q+1]; Ac A} est
lensemble des unions finies d’intervalles de [g, ¢ + 1] deux-a-deux disjoints et est une algébre.

Soient I, ..., I, € P des intervalles de [¢, ¢ + 1] deux-a-deux disjoints. On pose longq(I; U---U
I,) =longy(I1) +--- + longq(I).

Cohérence de la définition : soient Ji, ..., J; € P des intervalles deux-a-deux disjoints de [q, ¢+ 1],
tels que 1U--- UL, =J1U--- UJ;. Les Iy N J,, ke{l,....,n},r€{1,...,1} sont des intervalles deux-a-

deux disjoints, et on vérifie que ;' _, ZZT:1 long,(IxNJr) =Y, _, longy(Ix) =>""_, long,(Jy).
Il est clair que long,:.A,— [0, 1] est additive.
Il reste & montrer que long, est sigma-additive.

Soient I, ..., I, € P des intervalles de [g, ¢ + 1[ deux-a-deux disjoints d’extrémités resprectives
ar <bg, 1 <k<n. Soit € >0. Si e <28 (b —az), on pose J=]ar +e27 "1 b, —e27F71 Si
e >2F+1(by — ay), on pose Jy, = @.

Les Ji sont deux-a-deux disjoionts, Ji C I, UZ:1 Ji C UZ:1 Iy,

long,(Up_, Ix) <longg(Uy_, Jr) +e(@ ' +272+ -+ 27" 1) <longy(Uy_, Ji) +¢

Donc (x) : VA€ Aq,Ve >0,3B. € Aq tel que B. C A et longy(A) <longy(B:)+¢

Soient A, € A4, n >0 telle que A,+1 C Ay et Zn>0 A, =0.

Ve >0, 3B, € A, tels que B,, <A, et long,(A,) <e27" !+ long,(B,).

On pose Cp,=BoN---NBy. Cpe Ay, Crip1 CCh, et C, C B, C A,, on a donc ﬂn>0 C, =92.
long,(An\Cy) <Y1 _, long,(Ax\Bi) <& donc long,(A,) <&+ long,(Cy).

Les C,, sont compacts et Mo C, =2,

donc Inge N: ("2 C,, =@, donc C,, =@ Vn >ng, donc C,, =@ Yn >ng

Donc Ve >0, 3ng € N:Vn > Ny, long,(A,) <e, donc long,(A,) —= 0. O

Théoréme d’extension de Carathéodory. Soit 4 une algébre sur E. Soit pg:.A— [0, 00], que
I’on suppose sigma-additive et sigma-finie.
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VX C E, on pose u(X) :inf{zn>o po(Ap); AneAet X C Un>0 An}. Alors :
1. p:P(E)— [0, 00] est une mesure extérieure
2. VAe A, p(A)=po(A).
3. 0(A) C&(p) (classe des p-mesurables).
4. VX CFE,3B€o(A) tel que X C B et u(X) = u(B) : propriété de régularité extérieure de p.

Corollaire. A algebre, po: A— [0, 00| sigma-additive sigma-finie. Alors il existe une unique mesure
positive p qui est définie sur la tribue o(A) telle que pu(A) = uo(A4), A€ A.

Corollaire. La mesure de Lebesgue existe sur R, ie :

3l: B(R) — [0, oo] mesure positive telle que I([a,b]) =I([a,b]) =1(]a,b]) =1(Ja,b]) =b—a.
2013-11-20

Preuve du théoréme.

L. pu(A) < po(A), A€ A, done p(2)=0

Soient B, C X,n € N. Soit ¢ >0. ¥n>0,34,, ,€A,peN tels que B,,C |J
ZpeN NO(An,p) <27 le 4 N(Bn)'

B= UnG]N B”C Un,pE]N A"ap

w(B)<>, peN po(An,p) SE+3°, o #(Bn), donc p est sigma-sous-additive, donc c’est

pen Ap.n €t

une mesure extérieure.

2. On se donne A € A. Par définition pu(A) < po(A), on veut montrer I'inégalité contraire.
Soient Ap, € A,n €N tels que AC U, . An-
Posons B,=J,_, (ANAy), Co=By et Cr,=By, \ By_1,n>1. Alors :
Upreo Ck=Bne A, CheAet Unso Cn=A4, Cy deux-a-deux disjoints.

car C,CAp,
NO(A) Zn>0 NO(CN) < Zn>0 :uO(An)~

En prenant 'infimum sur toutes les suites (A,)nen possibles, on a que : ug(A) < u(A4).

sigma-additivité de pgsur A

3. On sait que £(u) est une tribu, il suffit de montrer que A C E(u). On se donne A € A,
on doit montrer que (%) : VX CE, u(X) = p(X NA)+ p(X \ A4).

Prouvons (x) : si u(X)=o00, c’est trivial. On suppose pu(X) < oo, et soit € >0. Alors il
existe une suite By, € A,n €N telle que X C|J,, .y Bn et e+ u(X) =232, o po(Bn).

Donc &+ u(X) > Y, 0 #0(Ba) = X #0(BaNA) + X, o pio(Ba\ A).

XNACU, 0 BaNAet XNACU, o (Ba\A). Done e+ u(X) > (X NA)+ u(X\A),

n>=0
cela montre (%) car ¢ est arbitrairement petit.

4. Soit X C E. Si pu(X) = oo, alors u(X) = u(E) = oo, pas de probléme. On suppose
u(X) < oc0.

Ve>0,VpeN, il existe des A, ,€ A, n€Ntels que X CJ, oy An,pet -, e Ho(An,p) <
27Pe + p(X).

On pose By =, cn An.p€(A).
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X CBy p(Bp) <Ypen MAnp) =2 en Ho(An,p) <277+ p(X).
On choisit B={",. Bp€0(A). X CB et u(B) < pu(Bp) <277+ p(X)

VpEN, u(B) =277 < u(X) < p(B), on a done p(X)=p(B). O
Théoréme (Lebesgue). Soit I un intervalle de R. S’il est borné, on pose long(I) =b — a, ou

a=1inf I et b=sup I sont respectivement les extrémités gauche et droite de . Si I est non borné,
on pose long(I) = oo.

Pour tout X CIR, on pose [(X)= inf{ZneN long(1,,); I, intervalles tels que X C |J,, o I.}. Alors :
1. I: P(R) — [0, 00| est la mesure extérieure de Lebesgue.
2. La tribu des l-mesurables est appellée tribu Lebesguienne, et est notée L(IR).

3. La restriction [: L(IR) — [0, oo] est une mesure positive telle que I(I) = long(I) pour tout
intervalle I.

4. B(R)C L(R)
5. VX CR,3B e B(R) tel que X C B et I(X)=1(B).

[ restreinte & L(IR) ou B(RR) est appellée mesure de Lebesgue. Elle est unique.

Preuve. A = les unions finies d’intervalles deux a deux disjoints (c’est une algebre telle que

o(A)=B(R)).
On a construit long : A — [0, o] une fonction sigma-additive telle que VI C R intervalle,
long(I)=b —a.
On applique le théoréme de Carathéodory. [
Remarque. B(R) a le cardinal de R, £L(R) a le cardinal de P(R), mais n’est pas égal & P(R).

Ensemble non Lebesgue-mesurables. On admet l'axiome du choix. On note x~y si z —y € Q,
~ est une relation d’équivalence sur R. Par ’axiome du choix, VC € R/~, il existe zc € C. On a
donc C=zc+Q={y€R,y~xc}. Il est toujours possible de choisir z¢ € [0, 1].

On pose X ={z¢,C €R/~} C0,1]. Alors X n’est pas Lebesgue-mesurable, ie X ¢ L(R).

Preuve. Vyc R,z € X etr € Q tels que y=xz +r. Donc R=J X+r.

re@

On raisonne par l’absurde : on suppose que X € L(IR), alors Jrg € @ tel que I(rg + X) > 0.
Comme [ est invariante par translation, on a que I[(X)=1(ro+ X) >0.

Vr#r dans Q, (X +r)N(X+1r)=2
U epo.1na (X+r)Clo0,2], 0<3 cqno l(T+X):Zr€Qﬁ[O,1] I(X) <2, absurde. O

Probléme de la mesure de Ulam. Si on suppose I'’hypothése du continu (ie il n’y a pas
d’ensemble E tel que card N < card E < card R), alors il n’existe pas de mesure p:P([0,1]) — [0, 1]
telle que p soit diffuse et p([0, 1]) = 1. On ne peut donc pas prolonger la mesure de Lebesgue a
tous les sous-ensembles de R.

Prop. Sans supposer l'axiome du choix, on ne peut pas construire d’ensemble non Lebesgue-
mesurable.

V.2.b. Complétion d’un espace mesuré

Déf. (E, &, u) espace mesuré. Un sous-ensemble N C E est dit p-néglibeable §'il existe B € £ tel
que p(B)=0et N C B. On note N, la classe des ensembles pi-négligeables.
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Exemple. Soit K ’ensemble de Cantor triadique. Alors K est un compact, card K = card R, et
I(K)=0. VN C K, N est l-négligeable.

card NV; = card P(R) > card R = card B(R).
Fait (exercice). N, est stable par union dénombrable.

Théoréme (complétion d’un espace mesuré). Soit (E, &, 1) un espace mesuré. On note N,
la classe des p-négligeables. On pose E#=0(E,N,,). Alors :

1. Si Be&*, alors il existe A€ & tel que AC B et B\AeN,,.
2. 1l existe une unique mesure f : E#— [0, 00] qui prolonge p.

3. Ng=N,. On dit que (E,E*, 1) est le complété de (E,E, p).

(le complété du complété est le complété).

Preuve. En exercice.
Soit f: E— [0, 00] une fonction £-mesurable. Alors [, fdu= [, fdja.

Théoréme. Soit (E, &, u) un espace mesuré, (E,EH 1) son complété.

1. Si Be &+, Ay, Ay €€ tels que
AiCBCA; et /,L(AQ\Al):O
2. Soit h: E— [0, 00], E#-mesurable. 11 existe hy, ho: E— [0, 00] E-mesurables telles que :

hi<h<hs

/hldu:/hgdu:/hdﬂ

p({h1<ha})=0
3. Pareil pour les fonctions intégrables.

4. h: E— C, EM-mesurable. 3f, g: E — C telles que f est E-mesurable, g est £#-mesurable,
h=f+get{g#0}eN,.

Preuve. En exercice.

V.2.c. Complétion/extension/approximation

Soit (E, &, ) un espac mesuré. Soit A une algebre telle que o(A)=¢&.
On suppose que p est sigma-finie sur A : 3, € A,n € N telle que pu(Ey,) <oo et |J, o En=E.

VX C E, on pose p*(X) :inf{zneN p(An); An € A;n €N tels que X C U, o Al
Théoréme. Sous les hypothéses précédentes (notamment 1 est sigma-finie),
1. Ny={NCE:p*(N)=0}
(B, &% 1) =(E,E(p), n*)

2. Soit N e N, e >0. Alors il existe 4,, € A,n €N tels que les A, sont deux-a-deux disjoints
et NCU,en Anet D, cn w(Ay) <e.
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3. Soit Be&r=E(u*), soit £ > 0. Alors il existe B, € A,n € N tels que les B,, sont disjoints
deux-a-deux, B C J,, . Bn et ﬂ(UneN B,\B)<e

4. Soit B € &M tel que p(B) < oo. Soit & >0. Alors il existe A € A tel que u(AAB)<e
(AAB=(B\A)U(A\B), 1aap=|14—15])

Preuve. A faire (cf polycopié).

V.2.d. Complément

Déf. Soient (E, &) et (E’, £’) deux espaces mesurables, soit ¢: E — E’. On dit que f est un
isomorphisme d’espaces mesurables si ¢ est bijective, o est (£, £’) est mesurable, et si p~! est
(&', &)-mesurble.

Déf. (E, &) un espace mesurable.

o Il est dit séparable s’il exist eune suite A, €E,n €N tel que £=0({A,,n € N})

o Ilest dit séparé siVr,y€ E avec x+y, il existe A,Be€ telsquex€ A,yc Bet ANB=0
Théoréme. On suppose que (E, ) est séparable et séparé. Alors :

1. A={(z,2)eExXE;z € E}€E®E.

2. VeeE, {z} €&

3. 1l existe un ensemble C C R tel que (E, &) est isomorphe a (C, B(C))
(ou B(C)={CnND;DeB(R)}=oc(topologie trace sur C))

Attention. C'¢ B(R)

Conséquence. Toute tribu séparable et séparée est la tribu Borélienne d’une topologie séparable
et séparée.

Théoréme d’isomorphisme de Borel. Soit (E,d) une espace métrique séparable complet. Soit
B € B(E) un borélien. Alors,

e Ou bien B est dénombrable
e Ou bien (B,B(B)) est isomorphe a (R, B(R)).

2013-11-27

V.3. Construction par des fonctionnelles additives

V.3.a. Intégrales de Daniell-Stone

Déf. Soit E un ensemble non vide. On se donne £ une classe de fonctions f: E— R. Alors L est
une classe de Stone si :

a) f,9eL = f+geLlet fAgeEL;
b) VfeL,VeceRT, cfeLletchfel;

c) Vf,geLl,si f>galors f—geL.
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Déf. Soit E un ensemble non vide, £ une classe de Stone de fonctions f: E— R. Soit I: £L— R.
On dit que I est une intégrale de Daniell si :

a) Vf,geL, I(f+g)=I(f)+1(9);
b) VfeL VeeRy, I(cf)=cI(f);
c) Vf,g€L telle que f > g, alors I(f) >1(g) ;

d) Soit he L et hy, € L,n €N telles que hy, < hp41 et lim,,, o by, =h ponctuellement,
alors : lim,, o0 I (hy) =I(h).
Théoréme de Daniell-Stone. Soit E non vide, £ une classe de Stone, I une intégrale de Daniell.

On note C la classe des sous-ensembles de F de la forme {f >a},a € R4 et f € L. On note £=0(C)
la tribu engendrée par C. Alors :

1. Il existe une mesure positive p:E — [0, 00] telle que Vf € L, f est E-mesurable, u-intégrable

et I(f)= [ , fdu.
2. Siv:E€— |0, 00] satisfait aussi les conditions du (1), on a : VC €C, u(C) =v(O).

Exemple. On suppose que E admet deux points distincts zq et z1. Soit L={f: E— R: f est nulle
sur E\ {zo}}, L est une classe de Stone. On pose I(f)= f(xo), I est une intégrale de Daniell. T
est représenté par p =0y, et v =103z, + 04,

Preuve du théoréme. Soit X CE et f,e LT, neN. (LT={fe€L: f>0} est 'ensemble des
fonctions positives de £, non vide car 0 € LT).

On note : (fn)n>0%= X (lire « domine X ») si:
1. fng fn+1
2. SUPn >0 fn?lX

Remarquons que limy,_, o0 fn =SUpn>0 fn: E — [0, 00], cette fonction limite n’est pas nécessai-
rement dans L.

On a I(fn) <I(fnt1), donc lim, oo I(fn) =supn>oI(fn) exuste dans [0, co].
On pose M(X) = lnf{hmn—M)o I(fn) 5 (fn)nZO = X}
Montrons que pu:P(E) — [0, 00] est une mesure extérieure :

e J(0)=0, prenons f, =0, (fn)n>0= <, donc u(2)=0

o Soit XCEet AyCE,peN tels queXCUp>0 A,

Ve >0, El(fflp)) = A, telles que : limnﬁool(fflp)) <u(Ap) +27P e,

=z

On pose gn =30 hcn f,(lp) C L*. On vérifie facilement que (gn)n>0=< X.

I(gn) = Zogpgn I(fv(zp)) < 2p20 limy, — 00 I(f7(7,p)) Se+ Zp>0 p(Ap).

Done p(X)<e+37 5 #(Ap) ¥e>0, donc p est une mesure extérieure.

On note £(u) la tribu des u-mesurables. u restreinte & £(p) est une mesure positive.

On montre que Vf € LT, f est £(u)-mesurable.
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Par un lemme du cours, il sufit de vérifier que Vf € LT et Va,b€ R avec 0 <a <b, on a : (x)
VX C B, u(X) > (X 0 {f <a})+ u(X N {f>b})

Preuve du (). Soit (gn)n>0= X.
On pose h=7——((b—a) A (f —a);)=—(bAf—an f)eLt
On remarque que 1if>p <h<1ifrga)
On pose fn=gnAheLlt ona f,< for1;et hn=gn—gnANhELT
(on a hy=(gn—h)1ig,>ny, d’0tt hy <hypyr)
On voit que (fudnsor= X N{f 2} et (hnhsor= X N{f <a}; I(g) =I(fu) + I(hn).
lity o 1(gn) 3 Lm0 T(fo) +lim ol () > (X O {f 2 b}) + u(X N {f <a}),
on passe & l'infimum en (gn)n>0 % X, donc on obtient (*).
Fait 1. VX CE,VfeLt, f>1x = I(f) > u(X)
(clair : f,=f,neN,on a (fn)nen=X).
Fait 2. VX Ce,VfeLt, f <1y = I(f)<pu(X)
Preuve. Soit (gn)nen=X, et f€ LT telle que f<1x.

On pose fn=gnA f€LT. lim, o fr=f ponctuellement. Par le point (d.) de la définition
d’une intégrale de Daniell : I(f)=1lim, oo I(fn)-

Or fr, < gn, donc I(f) <I(gn), donc I(f)<lim,—, o0 I(gyn). En passant a I'infimum sur toutes
les suites de fonction (gn)n>0% X, on obtient I(f) < u(X).

Preuve de la représentation. Soit f€ L. Vr€R4, on pose f,=rA feLt.

Soit e>0,VneN 51{f>na} f(n-i—l)a fna)gl{fE(n—i-l)e}
eLt

Par les faits (1) et (2), on en déduit : e u({f =ne}) > I(fint1)e — fne) = u({ f = (n+1)e}).

Comme f(n41)e — fne € LT, ce sont des fonctions £(u)-mesurables positiives.
W{F2neD) > [ (Fsne — fac) du>ep({f > (n+ 1e})

I(f("+1)€ +fne) 2 p({f 2 (0t 1)e}) 2 fE (n+2)e — f(nJrl)s) dpzep{f=Mm+2)e}) >
I(f(n—i—?,)g - f(n+2)g) >

I(frne) > fE (fen+1)e = fo) dp = I( f(ny2)e — foe) en sommant les inégalités précédentes.
im? fre=f, donc I(fne) = I(f), I(fin+2)e = fne) = I(f — f2e)

Par convergence monotone pour f, [, (fini1)e — fng)d,ui> [ (f=fo)d
v>0.1(0)> [ (F= £)dn=1(7 - 2o

[~ fe—ig £y done [, (f = f)du—r [, fdu

et f — fo-— > f. done [, (f*fzs)dujlgl(f)
Donc Vfe Lt I(f)= [, fdpu.
Maintenant pour f€ L : 0A f€L, 0N f< fdonc f—0A f=max (0, f)=f, LT
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fo—=fi—f>0,donc f_eLt.

I(f+ f)=T(f) = I(f)+ I(f-), done I(f)=I(f— )= [ p F+dp— [, f-du= [, fdu.
Il faut encore monter que £=0(C) CE(u) :

Soit f €L et a>0, on doit montrer que {f >a} €&(p).

On pose h,=2"((a+2"")Af—aN f)eLt, hy=2"27"A(f —a)s) = L{f>a}

Comme les hy, sont £(p)-mesurables, 1(f~4} aussi, donc {f >a} e &(n)

I(hn)=[ hndv=[ hydp = v({f>a})=p{f>a}), on a donc le point (2). O

V.3.b. Application au théoréme de Riesz sur les formes positives

Soit (F,d) un espace métrique localement compact séparable. Notons C.(E)={f: F— R continues
a support compact}, et || f|loo =supzecr | f(2)]-

Lemme. Soit K C E compact. 3gi € C.(E) telle que 1x < g <1

Preuve. 3K,, C E,n € N une suite de compacts tels que K,, C K;Jrl,
et Upen Kn=U,en Kn=F.

KcU,so K,. 1l existe ng tel que K C K,,. On pose F=E \ K, F' est fermé.
dist(K, F) =inf e g d(y, F)=7>0 ; on pose gr=1A (d(v;F)) (I

Lemme de Dini. Soit f,, € C.(E),n €N telles que 0< fr+1(2) < fr(x),z € E et limy, 00 fn(x) =0

ponctuellement. Alors || fp||oo
n——+oo

Preuve. || fni1lloo < || falloo- On pose c=1im,—, o0 || fn]loo- Supposons ¢>0 :

3z, € support(f) = K telle que fn(x,) = c¢. On extrait une sous-suite de (x,)neN convergent
vers .

c

Comme f,(z) Tto) 0, Ing €N tel que fr,(x) < % 30> 0:Vy € B(x,9), | fao(y) — fro()| <3

done 0< fn,(y) <2 Donc ¥y € B(z,5), ¥n>0

, 0 (y) < % 11 existe une infinité de n tels
que xz, € B(x,0) et n>=ng, ce qui implique fp,(x,,)

< fa
2 o
< ?C, c’est absurde.

Théoréme de Riesz. Soit (E,d) localement compact séparable. Soit ¢: C.(E) — R telle que :
a) ¢ est additive : Vf, g € Co(E), Ve€ Ry 6(f +cg) = o(f) +co(g) ;
b) ¢ est positive : Vf € C.(F) telle que f >0, on a ¢(f)=0.

Alors : il existe une unique mesure positive p: B(E) — [0, 00] telle que Vf € Co(E), ¢(f)= [, f dp.
De plus, p est une mesure de Radon, elle est donc réguliére extérieurement pour les ouverts et
intérieurement pour les compacts.

Preuve. C.(FE) est une classe de Stone (facile).

¢ satisfait les hypothéses (a), (b) et (¢) d’une intégrale de Daniell. Il faut montrer le point (d) :
On se donne h, h,, € C.(E),n € N telles que h,, < hp41 et lim, o hy, = h ponctuellement.

On pose f,=h—h, >0, 0< fr+1< fn et fr— 0 ponctuellement. Par Dini, || f,||cc — 0.

On note K =support h. 1l existe g, € C.(F) telle que 1x < gr < 1.

0< fu<|Ifulloo 95, 0 O(fn) < |l fulloo &(gk) —= 0, donc lim ¢(h,,) = ¢(h), donc ¢ est bien
une intégrale de Daniell.
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Soit K un compact de E. K ={f >0} ou f=d(-, E\ K) (a peu prés...), donc les compacts
sont dans C={{f>a}; f€C(E),ac R4}

o(f)= [ fdu, p:B(E) = [0,00].

Si v représente aussi ¢, v(K )= p(K) pour tout K compact. Donc par unicité du prolongement
des mesures, pu=v.

Montrons que p est de Radon : Soit K in compact de E. Il existe g € Co(F) tq 1 < gr < 1.
w(K) < [ g dp < é(gr) < oo, donc p est de Radon. [

2013-12-02

V1. Le modéle probabiliste

VI.1. Introduction

Déf. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. C’est un espace de probabilités si u(E) =1 et p est une
mesure (ou loi) de probabilités. Les espaces de probabilités sont notés (Q, F,P).

Cet espace modélise un phénoméne aléatoire de la maniére suivante :
e () est 'ensemble de tous les résultats possibles du phénoméne aléatoire.

o Ac F est un événement

A est décrit par tous les résultats possibles qui le réalisent (pour w € Q, w € A signifie « w
réalise ’événement A »)

e P:F—]0,1] est une mesure de probabilités

Si A€ F, P(A) est la probabilité que A se produise

Exemple. On jette un dé cubique équilibré. On s’intéresse aux chiffres sur la face supérieure
aprés le lancer.

Q={1,2,3,4,5,6}, F=P(Q)

« le résultat est pair » correspond a 1’événement {2,4,6} = A.

P est la mesure uniforme sur €, ie P({k}) =1/6 (probabilité que le résultat soit k est 1/6).
Probabilité que le résultat soit pair : c’est P({2,4,6})=P({2}) +P({4}) +P({6})=3/6=1/2.

Vocabulaire. Soit (2, F,P) un espace de probabilités.
e F est la tribu des événements,
e A€ F est un événement.
o «w€eA»selit «wréalise A ».
e J est I’événement impossible, €2 est I’événement certain.
o O\ A est Pévénement contraire de A.

e [P-presque surement signifie IP-presque partout

82



e P(A)=1 sedit « A est presque str »

e Soient A, B€F, AUB est I’événement A ou B, AN B est I’événement A et B.
On note alors P(Aou B) ou P(Aet B).
On écrit parfois P(Aet B)=P(A; B)
On sait que P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Cela peut se prouver facilement avec 1aup=14+ 1p — 14np, égalité que 'on intégre contre IP :

P(AUB) = /lAUBdIP
Q

/1Ad]P+/ 1Bd]P—/ 1anpdP
Q Q Q

Lemme (formule du crible). Soit (2, 7, IP) un espace de probabilités. Soient Ay, ..., A, € F.
Alors :

P OAj = > (—1)#J+11P<ﬂ Aj>

oCJC{l,..,n} jeJ
Preuve. [],;, (1+z;)= ZJc{l n) [1;c; #; (démonstration par récurrence), avec pour
convention que [], ., z;=1.
On pose A= Ulgjgn Aj,1-1,= lowa= ]‘ﬂ?:lAj: H?:1 (1— lA].)

A:Z.]c{L...,n} (_1)#JHj€J 1AJ':1+ZIZ7':JC{1,...,n} (_1)#JHj€J 1a;

puis on intégre contre P. [

VI1.2. La suite

VI1.2.a. Vocabulaire probabiliste

Déf. Soit (2, F,P) un espace de probabilités. Soit (F, £) un espace mesurable. Une application
X:Q— E qui est (F,&)-mesurable est appellée variable aléatoire (F,E)-mesurable.

Notation.

e Variable aléatoire : abbr. V.A.
Elles sont notées : X,Y, Z,... (majuscules scriptes de la fin de l’alphabet)
o {(XeC}=X"1O)={weNt:X(w)eC}
On se débarasse dés que possible des accolades inutiles.
Par exemple : X,Y:Q — E deux V.A. (F,&)-mesurables, on note :
P(XeC;YeD)=P(X YC)nY (D))
P(X ¢C)=PQ\X~1(C)) =P(X~H(E\C))

e Lorsque E=[0,00],R,[—00, 0], C,R™, etc. on dit que X est F-mesurable pour dire que X
est (F, B(E))-mesurable.

Intuitivement, une variable aléatoire est une fonction qui extrait une certaine information d’un
phénomene aléatoire (exemple : somme de deux dés).
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Déf. Soit (2, F,IP) un espace de probabilités, soit (F,E) un espace mesurable. Soit X: Q) — F une
V.A. (F,&)-mesurable. Alors :

e Sa loi est la mesure image de X par IP. C’est une mesure de probabilités :

Mx: E— [0, OO]
VBeE, ux(B)=P(X~Y(B))
)=P(X € B)

noté :  ux(B

e SiE=][0,00] et £=DB([0,0]), alors I’espérance de X est son intégrale contre IP :

EX] = [ XdP
Q

(en anglais : expectation)

e Si E =R ouC, X est dite P-intégrable (ou intégrable) si E[ |X|] < oo. Dans ce cas,
E[X]= [_ X dP.

Rappel. A€ F, 1, est une variable aléatoire F-mesurable. E[14]= [, 1adP =P(A).

Théoréme de transfert. Soit (2, 7, P) un espace de probabilités, (E, ) un espace mesurable,
soit X:Q— E une V.A. (F,E)-mesurable, et soit f: E— [0,00] E-mesurable. Alors :

E[f(X)] = [E f(@) px(dz)

ol pux est la loi de X sous P.

Si E=C et £=B(C), et si X est intégrable (ie E[|X|]= [ |z|ux(dr) <oo). Alors :

E[X] = ijux(d:c)

« Philosophie ». Sauf quand on fait des constructions, on ne cherche pas a connaitre (2, F,P)
en détail.

VI.2.b. Inégalités usuelles

(Q, F,P) espace de proba fixé. Toutes les V.A. mentionnées sont définies dessus.
Inégalité de Jensen. Soit ¢: R — R convexe, soit X une V.A. réelle F-mesurable. On suppose
X et p(X) intégrables. Alors :

p(BX]) < E[p(X)]
Déf. Soit X une V.A. complexe F-mesurable. Soit p € ]0, co[. On dit que X admet un moment
d’ordre p si E[| X |P] < cc.
Si pe N* et si X admet un moment d’ordre p, alors son moment d’ordre p est l’espérance de E[X?].
Sip>1, xR |z|P est convexe. Si 0< pa< p1, alors B[|X [P2]P1/P2 <R[ X |P1].

Si X admet un moment d’ordre 2 (également dit est de carré intégrable), alors elle est intégrable,

et on a E[|X[] < VE[X .
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Inégalité de Ho6lder. Soit p>1 et g son exposant conjugué. Soit X,Y deux V.A. complexe F-
mesurables. Alors :

E[IXY[ < (B[X7)V?(E[Y|9)"
Inégalité de Minkowski. Pour p>1,
EIX+Y[)Y? < E|X[7]VP+E[Y 7]/
Inégalité de Cauchy-Shwarz. Si X,Y ont un module d’ordre 2, alors :
E[XY]| < VE[X?E[Y?
Inégalité triangulaire. Si X intégrable,
EX] < E[X]]
Lemme. Soit Z une V.A. positive F-mesurable. Alors, si Z admet un moment d’ordre 2 :

(B[Z])?

P(Z>0) > 77

Preuve.

E[Z] = E[Z1{z>0)]

SVE[Z7/E[1{z20)]
= VE[Z?] /EQ{z>0)]
VE[Z?] /P(Z>0)

/N

O

Lemme. Inégalité de type « Markov ». Soit ¢: R4 — R croissante telle que ¢(a) >0 dés
que a > 0. Soit X une V.A. positive F-mesurable. Alors :

Preuve. (idée a retenir)
Va>0,1{xza) < 5056(X) . On intogre : P(X >a) < ]E{ d’(X)} L_B[p(X)). O
Exemples d’application.

o P(X>a)<:E[X]

1—E[e~2¥]
za)L{——
e P(X>a)< T—.—a
e P(X<a)<e*Ele ]

Déf. Soit X une V.A. réelle F-mesurable. On suppose qu’elle admet un moment d’ordre 2 (elle
est de carré intégrable), ie E[| X |?] < co. Alors sa variance, notée var(X), est la quantité :

var(X) = E[(X —E[X])?
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Son écart-type, noté o(X), est o(X)=y/var(X).
Fait. var(X) =E[X? — (E[X])? (identité de Konig).
Inégalité de (Bienaymé-)Tchébychev. Soit X une V.A. réelle qui admet un moment d’ordre

2. Vae R,

P(IX —E[X]|>a) <

Preuve. Markov appliqué & Y =|X — E[X]| et ¢(a) =a? O

2013-12-04

V1.3. Caractérisation des lois réelles et vectorielles

VI1.3.a. Fonctions de répatition
Soit (Q, F,P) un espace de probabilités.
Déf. Soit X une variable aléatoire réelle F-mesurable. Sa fonction de répartition est :
Ve eR, Fx(z)=P(X <x)
Elle ne dépend que de la loi de X : Fix(z) = ux(]—o0, z]).
Propriétés.
1. limg oo Fx(2) =0 et lim,, oo Fix(x) =1
2. Fx est continue & droite, croissante

P(X =2)=Fx(z) - Fx(z7)=px({z})

La loi de X est diffuse < F'x est continue.

3. La loi de X admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue < Fx est absolument
continue. Dans ce cas, la densité est F'x qui existe Lebesgue-presque partout.

px =Fxl

mm=f7m@®

— 00

Si g: R — R mesurable, alors:
Blo(o)] = [ Fi(u) a(s)dy

Déf. F: IR — R est absolument continue si Ve >0,Va<b,30 >0:Va<a; <b;<ax<by< - <a, <
b <b, (g b —ar <=7 f(bw) — flax) <e)

Exemple. Si F est lipschitzienne, alors elle est absolument continue.

Théoréme de différentiation de Lebesgue. F est absolument continue < (1) F' est dérivable
Lebesgue-presque partout et (2) Va <b, F(b) — F(a) = f[a b F'(z)da.

Proposition. Soient XY deux variables aléatoire réelles F-mesurables. Alors : Fix =Fy < X et
Y ont méme loi & pux = py.
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Preuve. On note P={R}U{]—00,a],a € R}.

Fx=Fy = px et uy coincident sur P < pux = py car o(P)=B(R) par le théoréme d’unicité
du prolongement des mesures. [

Déf. Soit I un intervalle borné de IR. Soit X une variable aléatoire réelle F-mesurable. Sa loi est

dite uniforme sur I si px = l(_I)l( NI). (I est la mesure de Lebesgue).

I(BNI)

]P(XeB):l(—I)

Cela implique que X est a valeurs dans I presque-surement (P(X €)=1).
Proposition. On se donne une fonction F:IR — R que 'on suppose croissante, continue & droite,

telleque lim F(x)=0et lim F(z)=1.Pourtout y€]0,1[, onpose G(y)=inf{xeR:F(z)>y}.
——00

li
T Tr— 400

On appelle G:]0,1[— R le pseudo-inverse continu & droite de F. Alors :

1. G est bien continue & droite, croissante. Si F' est continue strictement croissante, alors G
est sa réciproque.

2. Soit U une variable aléatoire F-mesurable qui est une loi uniforme sur ]0, 1].

On pose X =G(U): 22— 1R, c’est une V.A. F-mesurable et sa fonction de répartition est F :
Ve eR, F(z)=P(X <x)
Preuve.
1. En exercice
2. On vérifie que Vz € R, [0, F(z)[C G~(J]—00,z]) C [0, F(z)] (en exercice).
A=P(X <2)=P(G(U) <z)=P(U € G~1(|—00,1])).
Comme la loi de U est diffuse, A=1(]0,1[NG~1(J—o0,x])) =1([0, F(z)]) = F(x). O

Intérét pratique. Des logiciels fournissent des V.A. uniformes sur [0, 1]. Pour simuler une V.A.
X de loi u, on pose G(y)=inf{z € R: p(]—o0,z]) >y}, y €]0, 1], et on pose X =G (U).

VI1.3.b. Vecteurs aléatoires

On s’intéresse & R™ muni du produit scalaire canonique et de la norme euclidienne ||-||.
Déf. X:Q — R"™ est un vecteur aléatoire.

Proposition. Soient Xi,..., X,,: Q2 — R des fonctions. Il est équivalent de dire :
a) Vie{l,...,n}, X; est F-mesurable
b) X:Q—R" est (F,B(IR"))-mesurable, ot X = (X7, ..., Xp,).

Preuve. On suppose a)
Soient Ay, ...,Ane B(R). {X € A1 x Ay x - xA,}=Ni_, {Xe€Ai}eF
€F par a)

Comme o({A; X -+ XAy ; A1, ..., A, € B(R)}) =B(R)®" = B(R"™), X est (F,B(R"))-mesurable,
donc a) implique b).

87



Réciproquement, on suppose b). On pose : m;(x1, ..., 2,) = ; la i-éme projection canonique.
Elle est continue, donc X; =m;(X) est F-mesurable. [J

Déf. Soit X:Q — R™ un vecteur aléatoire F-mesurable. Sa loi admet une densité noté p: R"— R™
(sous-entendu : par rapport a la mesure de Lebesgue I,,) si P(X € B) = [, p(x) l,(dx).

On a Vz € R™, p(z) >0, p est mesurable et [, p(z)l,(dz)=1.
Si g:R" — Ry mesurable, alors E[g(X)]= [ . 9(y) p(y) ln(dy).

Théoréme de différentiation de Lebesgue en dimension n. Pour /,,-presque tout x € R"™,

e PX —2 <)
p(z) = lim 1.(B(0,1))

Définition. Soit X: {2 — R"™ un vecteur aléatoire F-mesurable. Sa fonction caractéristique est la
transformée de Fourier de sa loi.

VueR" jix = B[] = [ el ux(ay)
-

On a fix(0)=1 et ur fix(u) est continue.

Reésultats.

1. X, Y:Q—R" F-mesurable,

X et Y ont méme loi & ux = py < fx = fiy (injectivité de la transformée de Fourier)

2. Formule d’inversion L' : si [, |fix(u)|ln(du) < oo, alors la loi de X admet une densitée
donnée par :

Vo e R pla) = (2m) " [ e 0w (du)

n

p est continue bornée et lim || p(x) = 0.

V1.3.c. Covariance
Déf.

1. Soit X, Y deux V.A. réelles F-mesurables. On suppose qu’elles admettent un moment
d’ordre 2. Par Holder ou Cauchy-Shwarz, XY est intégrable. On pose :

Cov(X,Y)=E[(X —E(X)) (Y —E(Y))]
En développant :
Cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E|Y|
On a en particulier, Cov(X, X) = Var(X).
2. Soit X = (X1, ..., X)) : @ = R" un vecteur aléatoire F-mesurable. On suppose qu’il admet

un moment d’ordre 2, c’est-a-dire E[|| X ||?] < oo (cela implique que les X; ont un moment
d’ordre 2). On pose :

Px=(Cov(Xi, Xj) )i<ij<n
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I'x est la matrice (n X n symmétrique) de covariance de X.

Prop. Soit X =(Xy,..., X,,) : Q@ — R"™ un vecteur aléatoire F-mesurable. On note I" sa matrice de
covariance. On pose v = (E[X1],..., E[X,]) € R". Alors : Yu € R",

1. E[{u, X)) = {u,v)
2. var((u, X)) = (u,Tu)

Preuve. En exo.

Prop. Soit X: Q) — R"™ un vecteur aléatoire F-mesurable, X = (Xq, ..., X;;). On suppose que X
admet un moment d’ordre 2. Alors : /i est C? et Vu = (u1,...,u,) ER™, on a :

) =1+ iwBXd — 5 Y uyuBX X 4ol jul?)
k=1

1<), k<n

Preuve. En exercice (simple application de la dérivation sous l’espérance).

(au passage, s’intéresser a la biographie de Galton)

VII. Indépendance

VI1I.1. Définitions et propriétés

Soit (2, F,P) un espace de probabilités, présent dans toute la suite.

VII.1.a. Indépendance d’événements

Soit A € F un événement tel que P(A) >0. On suppose que A s’est produit.

On pose P(-|A): F—[0,1] avec P(B|A) = % (lire : probabilité de B sachant A).
E[X 14]
EalX]=[ XP(dw|A)=—"F——
AX) = [ XPldw]4) =

(vrai pour X > 0, pour les fonctions indicatrices d’événements, puis... preuve habituelle avec le
lemme technique).

B € F est indépendant de A si sa réalisation ou sa non-réalisation n’a aucune influence sur B, c’est-
a-dire P(B|A)=P(B), et donc P(ANB)=P(A)P(B).

Définitions.
a) A, B € F sont dits indépendants sous P si P(ANB)=P(A)P(B)

b) Soient Ay, ..., A, € F. Ils sont dits mutuellement indépendants sous P si :

Vk€{2,..,n}, V1< g1 < jo < <ji <0, P(Aj,N--NA;) = P(A,) - P(A},)
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c) Soit A; € F,i€ I une famille d’événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants
sous PP si:

VJCI avec J+£ @ et J fini, 0na1P<ﬂ Aj)H P(A4;)

JjeJ JjeJ

Attention. L’indépendance deux-a-deux n’implique pas I'indépendance mutuelle.

Exemple. Q={1,2,3,4}, F=P(Q), P :izllz:l 01 est la loi uniforme sur Q. Prenons A= {1, 2},
B={1,3} et C={1,4}. On vérifie que A et B sont indépendants sous P, A et C sont indépendants
sous IP, B et C sont indépendants sous P, mais A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants
sous PP.

2013-12-09

VII.1.b. Indépendance de classes d’événements
Déf.

a) Soient Rq,..., R, CF n classes d’événements. Elles sont mutuellement indépendantes sous
PsiVA;€Ry,..., An ERy, les événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants sous P.

b) Soient R; C F,i €I une famille de classes d’événements. Elles sont mutuellement indépen-
dantes sous P si VJ C I fini non-vide, les classes d’événements R;, j € J sont mutuellement
indépendantes sous P.

Concrétement, les (R;);e; sont mutuellement indépendantes sous P si VJ C I fini non vide,
VA;ER;G€T, P(Nje;s A7) =11, P(4)).

Proposition. (qui peut le plus peut le moins) Soient (R;);c; une famille de classes d’événements
mutuellement indépendantes sous P. Soit I’ C I et Vi € I', R C R;. Alors : (R}) e sont
mutuellement indépendantes sous IP.

Preuve. Evident.
Lemme. Soient Ry,..., R,, C F des classes d’événements. On suppose que Vi € {1,...,n}, Q€ R,.
Alors Ry, ..., Ry, sont mutuellement indépendantes sous IP ssi :

VA €Ry, ..., VA, € Ry, P(A1 N+ NA,) =P(Ay) - P(4,)

Preuve. = : découle directement de la définition

<« : il faut montrer que VA; € Ry, ..., VA, € Ry, V1 < j1 < --- <jp < n, P(4;, N - NAj,) =
P(4;,) - P(A4;,).

On pose Bj,=A,, pour 1<I<k et B;=Q pour jé& {j1,..., jk } .-

On a par hypothése P(B; N - NB,) =P (By) -« P(By,). P(A;, N NA;) =P(A;) - P(4;,),
donc Ay, ..., A, sont mutuellements indépendants sous P, donc R1, ..., R, sont mutuellement
indépendantes sous P. [

Théoréme. Soient P; C F,i€ I. On suppose que P; est un pi-systéme. On suppose que les P;,i € 1
sont mutuellement indépendants sous P. Alors : les o(P;), ¢ € I sont mutuellement indépendants
sous PP.

Preuve. Au vu des définitions, il suffit de montrer le théoréme pour I ={1,...,n} fini.
On montre le résultat intermédiaire suivant :

(*) Soient Pf, ..., Py des pi-systémes. P7,..., P, mutuellement indépendants sous P = o(P7),
P3, ..., Py sont mutuellement indépendants sous P.
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Preuve de (). On fixe A2 €P3,..., A, €P;;. Onpose L={Be€o(Pf):P(BNA3N---NA,)=
P(B)P(Az) - P(A,)}. Par hypothése, P{ C L. On vérifie facilement que £ est une classe
monotone. Par théoréme de la classe monotone, £ = o (P5).

En fait, VA; € o(P7),VAz€P3,... VA, € P, P(A1NAaN--- NA,) =P (4;) --- P(4,). Comme
Qe o(Pf)NPsN-- NP le lemme précédent implique que ces classes d’ensembles sont
mutuellement indépendantes sous IP.

Par (x), P1, P2, ..., P, mutuellement indépendantes = (P1), Pa, ..., P, mutuellement indépen-
dantes.

Par (%), P2, ..., Pn,0(P1) mutuellement indépendantes = o (P2), Ps, ..., Pn,c(P1) mutuellement
indépendantes, etc. [J

Proposition (indépendance par paquets). Soit I un ensemble d’indices non vide. Soit I,
k € K une partition de I (IyN; =& si k+1 et UkeK I;;=1). Soit F;,i € I une famille de tribus.
On suppose que les F;,i € I sont mutuellement indépendantes sous P. On pose G, = o (F;, 1 € Ii).
Alors : les tribus Gi, k € K sont mutuellement indépendantes sous P.

Preuve. On pose Py = {A1 N--NA,,neN* Ay, ..., A el ]-'i}. Py est un pi-systéme.

i€l
On U,¢;, FiCPrCo(Fisi€1y). Donc o(Pi)=0(Fi,i € Iy).

Les Py, k € K sont mutuellement indépendants sous P (exercice). Par le théoréme précédent,
les G, = o (Px) sont mutuellement indépendants sous P. [J
VII.1.c. Indépendance de variables aléatoires

Soit (E, &) un espace mesurable, soit X :{) — E une variable aléatoire (F,E)-mesurable.
Déf. La tribu engendrée par X est o(X)={X "}B); B€&}. (c’est une tribu sur F)
(rappel : X ~1(B) est noté {X € B}).

Déf. Soit I un ensemble non-vide d’indices. Soient (E;,&;),i €I une famille d’espaces mesurables.
Soient X;: Q — F;, (F, &;)-mesurable une famille de variables aléatoires. Les variables aléatoires
(X:)ier sont mutuellement indépendantes sous P ssi les tribus o(X;), ¢ € I sont mutuellement
indépendantes sous P.

Proposition. Soit I un ensemble non-vide d’indices. On se donne, pour tout i € [ :
e (FE;,&;) un espace mesurable ; C; € &; avec C; un pi-systéme tel que o(C;) =&;.

e Soit X;:Q— E;, (F,&;)-mesurable. La loi de X; sous P est notée p;.
(rappel : VB € &, ui(B)=P(X; € B)=P(X; *(B)))

Alors : les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les Xj;,i €I sont mutuellement indépendantes sous P

2. ¥J I fini non-vide, VB; €&;,j€ J,

P(ﬂ {Xjij}> = [[ Px;eBy)

jeJ

3. VJ & fini non-vide, VC; €C;,j € J,

P(ﬂ {XjGCj}) = H IP(XJ'GCJ')

jeJ
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4. YJ={j1,..., jn} CI (les ji sont distincts), laloi de (X,,..., X;,) sous P est la mesure produit

n

5. VJ C I fini non-vide, Vh.: B;— 0% ¢ nesurable . 2 jeJ
’ >y R J bornée’ 7 )
El [T X | = [] Elhi(xy)]
jeJ jedJ

Preuve. On suppose (1) : les o(X;),4 € I sont mutuelement indépendantes sous P. Donc V.J € T
fini non-vide, VAJ S O'(Xj),j eJ (ie VBJ‘ S 5j, Aj = {Xj S Bj},j S J), on a :

P(ﬂm (X, eBﬂ») ~11,., P(X,€B;), donc (1) = (2).
h:A’_/j H:;{J_/
(2) = (3) : évident.

Montrons que (3) = (2) : Posons P; = {X; *(C),C €C;}. On vérifie que c’est un pi-systéme sur
(Q,F) et o(P;) =0(X;). Or (3) signifie que les P;, i € I sont mutuellement indépendants sous
IP. Donc par un théoréme précédent, les o(P;) = o(X;), ¢ € I sont mutuellement indépendants
sous P.

Montrons que (2) = (4) : Soit J ={j1,..., jn} C I avec ji,..., jn distincts. VB1 €E&;,,..., VB €E;,,
Micren (X €Be} ={(X,, .., X;,) € Bix - X B}

def

(X 5,0, X 5) (B1 X o X By) = P((Xjy - Xj,) € By X -+ XBy)
remarque ensembliste
- * P {Xjk S Bk}
1<k<n
5 n
@ [1 P(Xs By
kﬁl
= /j’]k(Bk)

Donc (X5 X ) = Hijy @ o D,

Preuve de (4) = (5) : Fubini (torch). Soit J = {j1, ..., jn} C I, les ji distincts. Pour tout
ke{l,...,n}, on fixe hj,: E;, — [0, 00] £;,-mesurable.

transfert
Elh;,(X;0) - hj(X5)] = / (XX (Y1 dyn) By (Y1) - B (yn)

Ejyx X Ejy,

4)

S b ()15, (dg) B (1) =, ()
Ej XX Ej,

Fubini n

=" 11 15 (d) Ry (yr)
k=1 Eix

trarEfert

Preuve de (5) = (2) : Clair (hj=1p,,B;€&;). O

Corollaire. Soit (X;);cs une famille de variables aléatoires réelles. Elles sont mutuellement indé-
pendantes sous P ssi Vj={j1,..., jn} (ji distincts), Vy1,..., yn € R,

P(Xj, <y1; X5, <ye;5 X5, <yn) = P(Xy, <y1) - P(X;, <yn)
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Vocabulaire et convention.

]:i
e On dira que les X;,i € I sont indépendants pour dire qu’ils sont mutuellement indépendants
i
sous P (lorsqu’il n’y a pas ambigiiité).

e Une suite de variables aléatoires est dite IID (indépendante et identiquement distribuée) si
elles sont indépendantes (ie mutuellement indépendantes sous IP...) et de méme loi.

Proposition. Soit X1, Xa,..., X, : 2 —=R" des variables aléatoires F-mesurablesindépendantes. On
pose X =X+ -+ X,: Q—=R". Alors :

YueR"™, ix(u) = E[e““’xﬁ-neiw’x’ﬂ
= fix,(u) - fix,(u)

= ]E[ei<uaxl>] -~-]E[ei<“vxp>}
Preuve. Par définition de la convoultion des mesures finies :

pxx - xpux, - B(R™) — [0, 1]est la mesure image de px, ® --- ®ux, par I'application (yi, ...,
Yp) ERMP = y1 4+ + yp.

La loi de X est donc pix, * -+ *px,, puisquie la loi de (X1,..., X}): Q= (R™)P est ux, ® - Qpux,

(elles sont indépendantes), donc fix = m =fix, - fix, O

Proposition. Soit Y, ..., Y, n variables aléatoires réelles. Alors : elles sont indépendantes ssi
Vi, ..., Uy € R, E[eftY1H+iunYn] = FleiuaY1] ... E[efunYn].

Preuve. On pose X =(Y7,...,Y,,) : Q@ — R", X est F-mesurable.

Soient uy, ..., un € R, on pose u= (U, ..., un). {(u, X)=u1Y1+ - +u,Y,

E[eiuller“'JriunYn] — E[el<u@>]
= fix(u)
Si Vui, ..., u, € R, Bttt +iuaYa] — Fletvi¥1] .. EletvnYn] alors Vu € R", fix(u) =

ﬂXl(ul) ﬂXn(yn) — I]Rn ei(u,z>(uyl®... ®’uYn)(dz)

Par injectivité de la transformeée de Fourier des mesures, la loi de X = (Y7, ...,Y,) est uy, ® - ®
Wy, donc Y7,..., Y, sont indépendantes. [J

Proposition. Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires complexes F-mesurables intégrables (ie
E[|Xk|] <o) et indépendantes. Alors : Xj .-+ X, est intégrable, et

E[X; - Xn] = E[Xy]- E[X,)]

Preuve. |X; .- X,,|: Q— R" F-mesurable. E[|X; --- X,,|| existe, il faut montrer qu’elle est finie.

transfert

E[| X1 Xn|] = (X, ) (Ayn - dyn) [V Y|

indépendance

px, (dyr) -+ px, (dyn) [Yi - Y

Fubini < A; uxl(dw)Yl)"( A; MXn(d:c)Yn>

transfert

= B[ Xy ]] - B[ Xn|]
< oo (par hypothése)

J.
J
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Donc X --- X,, est intégrable, et on a E[X; --- X,,|=E[X}]--- E[X,,] (transfert + indépendance
+ Fubini + transfert). O

Remarque. Si X, ..., X,, : Q@ — [0, co] F-mesurables indépendantes, alors E[X; --- X,,] =

2013-12-11

Lemme. Soient X,Y deux variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2 (IE[X?] < oo,
E[Y?] < 00). Si elles sont indépendantes, alors Cov(X,Y) =0 (la réciproque est fausse).

Preuve. Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y]=0si X et Y indépendants, car E[X Y]|=E[X] E[Y]
dans ce cas la. O

Proposition. On se donne X1,..., X, des variables aléatoires réelles admettant chacune un moment
d’ordre 2. On les suppose deux-a-deux décorrélées, c’est-a-dire V1 < k < < n, Cov(Xy, X;) =0.
Alors :

Var(X;+--+ X,,) = Var(X;y)+ -+ Var(X,,)

Preuve.

Si COV(Xk, Xl) = 07 alors E[Xk, Xl] :E[Xk] ]E[Xl]

a = > EBXi+2 > EXJEX]
1<k<n 1<k<I<n
Koni,
=5 N Var(xn+ Y EBEX2+2 Y EXJEX)]
1<k<n 1<k<n 1<k<i<n
= > Var(Xp) + (B[X1 4 + X,])?
1<k<n

On conclut car par Kénig, Var(X; + - + X,,) = E[(X1 4+ + X,)%] — (E[X1 + - + X,)])2 O

Corollaire. Soient X1,..., X,, des V.A. réelles admettant des moments d’ordre 2. On les suppose
indépendante (deux a deux suffit également). Alors :

Var(X;+---+ X,) = Var(Xy)+ -+ Var(X,)

Preuve. Immédiate & partir de la proposition précédente. [

VII.2. Construction des suites de V.A. indépendantes

Théoréme. Soient u,: B(R)— [0,1],n € N des lois (mesures de probabilités). Alors : il existe un
espace de probabilités (2, F,P) et une suite de V.A. X,,: Q@ — R, n € N F-mesurables, telles que :

1. La loi de X, est up
2. Les (X,)n>0 sont indépendantes

La preuve est en plusieurs étapes.
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Proposition. Il existe un espace de probabilités (2, F,P) et une suite D,,: Q@ —{0,1},n €N F-
mesurables, indépendantes, telles que P(D,,=0)=P(D,=1)=1/2.

Preuve. Pour tout z € [0, 1], on note (D, (z))n>0 son développement dyadique, c¢’est-a-dire que :
1. Dp(z)€{0,1},n >0

2. La suite (Dp(x))n>0 contient une infinité de termes nuls (ie. n’est pas stationnaire a 1
APCR)

=350 271D, ()
On vérifie que D, (z)=|2"T1z| —2|2"z] (exercice)
D,,:[0,1[—={0,1} CR est mesurable.
On pose 2=0, 1], F=B([0,1[) et P=1(-N[0,1]) (la mesure de Lebesgue restreinte a [0, 1[).
Les D,, sont des variables aléatoires F-mesurables.
On fixe €¢, €1, ...,€, € {0,1}. On pose a= %soJr %61 +o 427 e

On remarque que {Do=¢co} N---N{Dp=c,} ={x€[0,1[:VO<k<n, Di(x)=¢cx} =[a,a+27""1

IP(DOZEQ;---;DnZEn) = l([a,a+2_”_1[)

— 277171
On fixe n >0 et e €{0,1}.
{Dn=¢} = |_| {Do=eo} N+ {Dp_1=en-1}N{Dy=¢}
507~--,5n—1€{071}
]P(Dn:g-:) = Z P(DO:EO;"';DW,—IZE’H—l;DHZE)

€05y En—1€{0,1} oY1

_ 1

2

Donc Vn >0, P(D,=0)=P(D,=1)=1/2. On a donc montré que :

V>0, Ve, .., en €0, 1}, P(Do=eo; -~ Du=en) = ey = P(Do=20) -~ P(Dn=¢2)

Cela implique que les (D,,)n>0 sont indépendants. [

Proposition. Soit (2, F,IP) un espace de probabilités. Soient Y,,: Q2 — {0,1},n € N, F-mesurbles.
On suppose que les (Y,)n >0 sont indépendantes et telles que P(Y,,=0)=P(Y,,=1)=1/2. On pose :

U=> 27""1Y,:Q=0,1]

n>0
Alors : U est F-mesurable et de loi uniforme sur [0, 1] :
VB e B([0,1]),P(U € B)=1(B)
Preuve. Vw € Q, 0<U (W) <Y, 527" =1

U est une série de V.A. F-mesurables positives, elle est donc F-mesurable.
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On fixe 0 <k <2”*tL. On peut écrire :
k 1 1 1
W:§50+151+...+W5n avec &g, ...,en €40,1}
On a:

ko k+1

1
= SurT

_ [k k1
= W |gnFm gnrT

On note v la loi de U sous P (v(B)=P(U € B), B< B([0,1])).

On pose P = {[%, %[, 0<k<2ntlne IN}. P est un pi-systéme tel que o(P)=B([0,1])
(exercice). v et [ coincident sur P, donc v =1 par unicité du prolongement des mesures. [J

Preuve du théoréme. On se donne (2, 7, P) et D, : Q@ — {0, 1}, n € N, F-mesurables,
indépendantes et telles que P(D,,=0)=P(D,=1)=1/2.

On se donne une bijection ¢: N x N— N. On pose :

Un = Z 2_p_1Dw(n,p)

pEN
Gn = 0(Dy(n,p) P EN)

= O—(O—(Dtp(n,p))a pe N)

L’indépendance par paquets implique que les tribus G,, sont indépendantes.

U, est Gp,-mesurable, donc o(U,) C G,, et donc les o(Uy,), n > 0 sont indépendantes, donc (par
définition) les U,, sont indépendantes.

De plus, la propositionprécédente implique que U, est de loi uniforme sur [0, 1].

Pour tout n € N et tout y €10, 1[, on pose :
Guly) = inf{z €R: pn(]—o00,2]) > )

G, est le pseudo-inverse continu a droite de la fonction de répartition de py,.
On a montré que X,, = G(U,) a pour loi p,. Les X,,,n € N sont indépendantes. [J

Définition. Un espace mesurable (E, £) est dit régulier s’il est isomorphe a (R, B(R)) ou bien
dénombrable.

Remarque. Si (F, d) est un espace métrique séparable complet, et si B € B(E), alors (B, B(B))
est régulier par le théoréme d’isomorphisme de Borel.

Corollaire. Soit (Ey,,Ep, iin),n € N des espaces de probabilités tels que (E,,,Ey) est régulier. Alors :
il existe (Q, F,IP) espace de probabilités et X,,: Q — E,, (F,Ey)-mesurables, telles que :

1. La loi de X, est
2. Les (Xy)n>0 sont indépendantes

Preuve. Soit &, : F,, — R isomorphisme d’espaces mesurables (®,, est une bijection, ®,, est
(&n, B(R))-mesurable, et sa réciproque @, : R — FE,, est (B(R),&,)-mesurable).

On pose v = pino (®,;1)1, on a : VB € B(R), vn(B) = pin(®n(B))
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Il existe (2, F,P) et Y;,: @ — R, F-mesurables, telles que Y, ait pour loi v,et (Y;,)n>0 sont
indépendantes. On pose X, =&, (V). O

VII.3. Lemme de Borel-Cantelli et réciproques partielles

On fixe (2, F,IP) un espace de probabilités de référence.
Soit AeF, « we A » selit et s’interpréte « w réalise 'événement A ». A={w € Q:w réalise A}.
Soient A, € F,n € N une suite d’événements. On pose :
A* = {weQ:we A, pour une infinité de n € N}
= {les A,, sont réalisés infiniment souvent}
A, = {weQ:we A, pour n assez grand}
= {tous les A, sont réalisés a partir d'un certain rang}
Fait n°1. On vérifie que A*= ﬂN>O Un>N A, eF, et A= UN>0 ﬂn>N A, EF.

On remarque que :

14+ = limsuplyu,
n— oo

14, = liminfly,
n— oo

Cela justifie les notations :

A* = limsup 4,
n— oo
A, = liminf A,

n— oo

Propriété.

Q\ limsup A,, = liminf (Q\A4,)

n— oo n—00
Q\ liminfA4,, = limsup (Q\A4,)
n—00 n—0o

Fait n°2. On introduit :

N = Z]'An

n>=0

N = g4,

n>=0

N,N'":Q—NU{oco}, F-mesurables. On vérifie que :

{N=c0} = A* = limsupA4,
n— o0

{N'<oo} = A, = liminf 4,
n— oo

Lemme de Borel-Cantelli. Soient A, € F,n € N. On suppose que )" . P(A,)<oc. Alors :

n—oo

lP(lirnsup An) =0
c’est-a-dire : P(aucun des A, n’est réalisé a partir d’un certain rang) =1.
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Preuve. (retenir la preuve et non le résultat, il est mieux de la refaire & chaque fois)

N=3% -o1a, E[N]=> ., E[14,]=> -, P(4,) <oo, donc N < oo P-presque surement,
donc P(N =00)=0. O

Lemme de Borel. Soient A, € F,n € N. On suppose que :
L >0 P(A,) =00
2. Les événements A,,n € N sont indépendants

Alors :

P (hmsup An) =1

n— oo

c’est-a-dire P(les A,, sont réalisés infiniment souvent) =1.

Preuve. Vn € N on pose N,y =3, ., 1a,-

Ele=Nn] E[671A0 -+ xe~t4n] (produit de V.A. indépendantes)

= E[eilAU] X - xE[e™14n]
E[e '4] = Ele 14, +110\4,]

= e 1P(Ag) + (1 —P(Ap)

= 1—(1—eY)P(4)

Inégalité de convexité : 1 —r <e™". Donc :
1-(1—eDYP(A) < exp(—(1—eHP(AY))

V0, EleM] < exp<<1e1>z P(Am)
k=0
—— 0 (par hypothése)

n— oo
Donc lim, oo E[e V] =0. N =lim, TN, = Yoo 14,

Par convergence dominée lim,,_, [E[e "] = E[e"], avec la convention e=> = 0 (et donc :
e~ :]0,00] = [0, 1] est mesurable continue bijective).

Donc E[e~"] =0, donc presque-surement e~ =0, donc presque-surement N = oo,
donc P(N =o0) =P(limsup,— 00 4p)=1. O

Application. On se donne ¥ un ensemble fini ayant au moins deux éléments (que I’on voit comme
un alphabet). On se donne une suite X,,: Q— X, n €N, F-mesurables (ie Va €%, {X,=a} € F).

On suppose que les X,, sont indépendantes et de méme loi p sur ¥ : Va € X, P(X,, =a) = u(a).
On suppose que Ya € X, u(a) > 0.

Alors : presque-surement, Vk € N*, V(ay, ..., ax) € BF,
#{neN: (Xn, X1, ooy Xngk-1)=(a1,...,ar)} = o0

Preuve. On fixe k € N*. On pose w = (ay, ..., a) € £*.
On pose VneN, A, ,={X,=a1;; Xpn+r—1=0ar}.

P(An,w) = p(ar) -+ plax) > 0.
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Les Apg,w € 0(Xp,, Xpkt1, -0y X(p+1)k—1), p € N sont indépendants.
Comme ) P(Apx ) =00, le lemme de Borel implique IP(A,,) =1, ott A, =limsup, oo Apk, w

On pose :

A = ﬂ A, (indices dénombrables)

wE Xk
keN*

Donc P(A) =1. On vérifie que Vw € A, Yk € N*,Vw = (ay, ..., a) € &¥,

#{neN:(Xp,..., Xntk-1)=(a1,...,a5)} =

VIII. Convergence de V.A. ; lois des grands nombres

VIII.1. Résultats généraux

Rappels sur la convergence presque-siire

(©, F,P) un espace de probabilités de référence.

Déf. Soit (F,d) un espace métrique. On se donne une suite X, : Q — E,n € N, B(E)-mesurable.

On dit que PP-presque surement X, — X siil existe N € F tel que P(N)=0et VweQ\ N,
1y, 00 d(Xn(w), X (w)) =0. e

Rappels des principaux théorémes.

1. Convergence monotone. Soient X,,: Q2 — [0, 00],n € N F-mesurables telles que presque-
surement X, < X,,4+1,n € N. On pose X =supy,>0X,:Q— [0,00] qui est F-mesurable.

Alors : presque surement, X =lim,,_,c1X,, et on a E[X] =1lim, - E[X,].

2. Lemme de Fatou. Soient X,,: Q) — [0, 00],n € N, F-mesurables. Alors :

E[liminf Xn} < liminf E[X,,]

n— oo n—oo

3. Interversion série/intégrale positive. Soient X, : 2 — [0, co], n € N, F-mesurables.
Alors :

E

> Xn] = > E[X,)]

n>=0 n=0

4. Théoréme de convergence dominée. Soient X, € L1, F, P), n € N telles que

Xn —= X presque-surement. On suppose 'existence de Z: ) — R F-mesurable telle
n o0

que E[Z] < 0o et presque-sirement |X,| < Z,n€N. Alors :
a. X est intégrable

b. E[|X, - X|]——0

n— oo

c. limy_ 00 E[X,] = E[X]
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5. Interversion série/intégrale L'. Soient X, € £1(Q, F, P), n € N. On suppose que
Zn>0 E[|X,|] < co.

Alors : 37 ., X, est presque-surement bien définie et intégrable, et on a

> Xn] = > E[X,)]

n>0 neN

E

VII.2. Convergence en probabilité

Soit (2, F,P) un espace de probabilités de référence.

Soit (E,d) un espace métrique ; on note B(E) la tribu des boréliens de E.

On pose Lg(Q, F)={X:Q— E; X est (F,B(E))-mesurable}.

Déf. Soient X, € LE(Q, F),neN et X € Lg(2, F). On dit que anX en P-probabilité ssi

Ve >0, lim P(d(X,,X)>¢e)=0

n— oo

Théoréme. On se donne X, € Lg(, F),neN et X € Lg(Q2, F).
1. Si Xn? X presque-strement, alors X,, — X en P-probabilité.
n o0 n— oo

2. Silim,, . X, =X en P-probabilités, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers
(nk)ken telle que limy_, o X, = X presque-stirement.

3. Sion alim,_,+ X, =X en [P-probabilités et lim,,_, o, X, = Yen IP-probabilités, alors X =Y
presque-siirement.

Preuve.
1. Soit € >0. 0< 1qq(x,,x)>c} = Zn < 1 qui est intégrable sous IP, et de plus Z, — 0
presque surement (car lim,_, ., X, = X).
Par convergence dominée, lim,,_, - E[Z,] =0, c’est-a-dire lim,_, oo P(d(X,, X)>¢e)=0
2. On suppose que Ve > 0, lim, o P(d(X,, X) > ) = 0. Vk € N, In, € N tel que
P(d(Xp,, X)>27%) <27x

Donc 37, o P(d(Xn,, X) >27%) <00, cest-a-dire : B[, l{d(Xnk,X)>2—k}} < 00,

donc presque-stirement », - 1 {d(X,, X)>2- 1} < 00, donc presque-stirement pour tout k
assez grand on a d(X,,, X)<27*, donc presque-stirement limy_, oo d(X,,, X) =0
3. En exercice. O
Prop. Soient (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques séparables. On munit F x E’ de la distance
D((z,y), (z',y") =max (d(z,z"),d'(y,y")). On sait que la topologie métrique de (E x E’, D) est
la topologie produit. Soit X,, € LE(Q, F),ne€N et X € Lg(Q, F). Soit X, € Lg(Q, F),ne N et
X'eLp/(Q,F). Alors : il y a équivalence entre
1. limy,_ o0 X, = X en PP-probabilités et lim,,_, o X, = X’ en IP-probabilité

2. limy, 00 (Xp, X},) = (X, X’) en P-probabilité
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Preuve.

max (P(d(X,, X)>¢),P(d'(X}, X') >¢)) P(D((Xn, X)), (X, X)) >e¢)

<
< P(d(Xn, X) > )+ P(d(X),, X') > ¢)

Ce qui montre I’équivalence. [

Rappel de topologie métrique. (F, d) et (E’, d’) deux espaces métriques séparables, soit
f:E—E', (B(E),B(E"))-mesurable. Soit § >0 et x € E, on pose :

wy(z,8) = sup{d'(f(y), f(2));y,2€ E;y,2€ B(x,0)}

Alors : f est continue en z ssi lims_, g+ wys(x,d) =0.

Lemme. Sous les hypotheéses et notations précédentes, on a :
1. V6 >0, z € E— wy(zx,0) est B(E)-mesurable
2. C={z € E: f est continue en z} € B(E)

Preuve. Va, § > 0, on pose U, 5 = {x € E: Jy, z € B(z, 0) tels que d(f(y), f(2)) > a}.
Ua,s={wys(-,0) >a} est un ouvert (exercice). O

Théoréme. Soient (E, d) et (E’, d") deux espaces métriques séparables. Soit f: E — E', (B(E),
B(E'’))-mesurable. On se donne X,, € Lg(Q, F),n€N et X € L5(Q, F). On suppose que :

a) lim, . X, =X en probabilité
b) presque-surement f est continue en X

Alors : limy,—, o f(X,,) = f(X) en probabilités.

Preuve. Soient d,¢ > 0.

P(d'(f(Xn), f(X))>e) = P(d'(f(Xn), f(X))>e;d(Xn, X) <9)
+P(d'(f(Xn), f(X))>e:d(Xn, X) > 6)
< P(wy(X,08)>¢)+ P(d(X,, X) > 6)

Donc :

limsup P(d'(f(Xn), f(X)) >¢e) < Pws(X,8)>e)

n—oo
Or 1y, (x,6)>¢) ey 0 presque-surement, et c’est majoré par 1 qui est IP-intégrable.

Par convergence dominée, lims_,oP(w¢(X,0) >¢)=0. O

Proposition. Soit (E,d) espace métrique séparable. On se donne X,,, X,Y,,,Y € Lg(Q, F),neN.
On suppose que lim,, ., X, = X en probabilités et lim,, ,~, Y, =Y en probabilités. Alors :

1. Si E est un espace vectoriel normé, alors X,, + YnT> X +Y en probabilités.
n o0

2. Si E=R ou C et si Y # 0 presque-surement, alors &% % en probabilités.

n n— o0

3. Si F=R ou C, alors X,, Y, —— XY en probabilités.

n—oo
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4. Si E=[—00,+00], alors X,, A Ynf) X AY en probabilités et X, V Ynf)X VY en
probabilités. e e

Preuve. On a que (X,,Y,) = (X,Y) en probabilités (par une proposition précédente). Soit
f: E x E— E qui est presque-siirement continue en (X,Y). Donc f(X,,Y,) — f(X,Y)
en probas.

1. On prend f(z,y)=x+y;

2. On prend f(z, y)z% ;

3. On prend f(z,y)=zvy;

4. On prend f(xz,y)=zAyet flx,y)=xzVy. O
Théoréme. Soit (E, d) un espace métrique séparable complet. Soit &, € ]0, oo, n > 0 tels que
> nen En <00. Soit Xy € Lp(€2, F),n€N. On suppose que ., - P(d(Xnt1, Xn) >en) <oo.

Alors : 1l existe X € Lg(9, F) telle que lim,,_, o X,, = X presque-siirement.

Preuve. Par Borel-Cantelli, il existe B € F tel que P(B) =1 et Yw € B, Ing(w) € N tel que
Vn = ng, d(Xp+1(w), Xn(w)) <eén.

Ve>0,3IppeN: > en<E.

nz=po
Yw € B, Ini(w) € N:Vn,m =i (w), d(Xn(w), Xo(w)) S S p - ep<e. (nmi(w) =no(w) V po)
Yw € B, (Xn(w))n>0 est donc de Cauchy.

Donc Yw € B,3X (w) € E tel que lim,, o d(X,(w), X (w)) =0.

On fixe xg € E (arbitraire). On pose, pour w € Q, X (w) = { o siwg B

X (w)=1lim;, oo Xn(w) sinon
Donc presque-stirement, lim,, o d(X,, X)=0. Il reste & montrer que X est mesurable :

Soit U un ouvert de E. BN{X eU}=U,5, Mis, {(Xvr€U}EF
eF

(Q\B)m{XeU}:{g\B We0él ¢ F. Done VU ouvert de E, {X €U} e F

X est donc (F, B(E))-mesurable, donc X € Lg(0, F). O

VIII.3. Meétrisation de la convergence en probabilité

Soit (E,d) un espace métrique séparable.

Soient X,Y € L(2,F). On dit que X ~Y < presque-stirement X =Y. On peut maintenant poser :

Convention. X € Lg(Q, F, P) est confondu avec n’importe lequel de ses représentants (cela
convient tant que l'on fait des opérations dénombrables).

Théoréme. (E,d) métrique séparable. VX Y € Lg(Q, F,P), on pose

Alors : dp est une distance sur Lg (2, F,IP) correspondant a la convergence en probabilité. Si (E,d)
est complet, alors (Lg(Q, F,P),dp) est complet.
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Preuve.

Sidp(X,Y) =0, alors 1 A d(X,Y) est nul presque-sirement, donc presque-siirement
d(X,Y)=0, donc X ~Y.

dp est clairement symétrique.

Inégalité triangulaire : soient X,Y,Z € Lg(Q, F,IP). (rappel : 1A (a+b)<1Aa+1Ab)
OnalAdX,Z)<IAAX,Y)+d(Y,Z)<1Ad(X,Y)+1Ad(Y,Z)

On a donc dp(X,Z) <dp(X,Y)+dp(Y,Z) en passant a I'espérance.

Fait. Si a € R et £ €]0, 1], alors %/\1 < 1(a/\l).

€

d(X,Xn)
€

logx,, x)>er<let 1ygx, x)>e1 < , donc

d(X;Xn) N

Liacx,, x)>ep S
< é(d(Xn,X) A1) sie€]0,1]
En prenant l’espérance, on obtient pour ¢ €]0,1[ que

P(d(X,,X)>e) < —(1Ad(X,, X))

VAN
O —m | =

dp(Xp, X)

Si dp(Xp, X) — 0, alors lim,,_, o, X, = X en probabilités.
Réciproquement,

INd(Xp, X) = (INd(X, Xn)) Liacx,, x)<e} + (LAAX, X)) Lax,, x)>e)
< TAe+1igx,,X)2e)

En prenant 'espérance, Ve €0, 1], on a dp(X,,, X) <e+ P(d(X,,X) >¢)

Si lim,, o0 X, = X en probabilités, on a Ve € ]0, 1], limsup,— o dp(X,, X) < &, donc
limy_ 0 dp(Xp, X) = 0.

Donc dp métrise la convergence en probabilités.
On suppose (E,d) complet. Soit X, € Lg(Q), F,P),n € N une suite de Cauchy pour la

distance dp. Pour montrer que (X,),>0 converge pour la distance dp, il suffit donc d’en
extraire une sous-suite qui dp-converge.

Iny €N, k €N une suite d’entiers strictement croissante, telle que dp (X, , Xy, ,,) <27 2K

Donc :

1
E 1{d<Xnk7X”'k+1)>5} < Ed]P(X”k"X"k+1)

272k
<

g

e=2"% donne :

]P(d(X"k’X"k+l)>€) < 27k
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3(k1)i>0 strictement croissante et X € Lg(Q, F,P) tels que

lim d(X,,,X) = 0

l— o0

Donc lim;_, o Xnkl = X en probabilités. [

2013-12-18

VI1II.4. La loi faible des grands nombres

Théoréme. Soient (X,,)n>0 des VA réelles indépendantes de méme loi. On suppose qu’elles ont
un moment d’ordre 2 (c’est-a-dire IE[ X2] < 00). Alors :

X1+---+X,, en proba

n n— o0

E[X]

Preuve. Soit S;,= X1+ + X,,.

E[S,] = nE[X}]
E[(Sn —nE[X1])’]
= Var(X;)+---+ Var(X,)

var(Sy,)  nVar(Xi)
= —

=

A

&
I

(inégalité de Tchébychev)

a2

Var(Xl)

P(‘&E[Xl] >5) < —F——0
n I n— oo

O

La loi faible des grands nombres est vrai pour des variabes aléatoires de méme loi, ayant des
moments d’ordre 2 et telles que Cov(Xy, X;) =0 si k+#1.

L2
Par ailleurs, sous ces hypothéses, %Sn—> E[X] (ce qui implique une convergence en probas).

VIIIL.5. La loi du 0-1 de Kolmogorov

On a (2, F,P) un espace de probabilités de référence.
Déf. Soit 7 C F une sous-tribu. Elle est dite P-triviale si VA€ T,P(4) €{0,1}.

Lemme. Soit 7 une tribu P-triviale. On se donne X: ) — R, T-mesurable. Alors :
Jxg € R : presque-stirement X = x

Preuve. yeR. {X <y} €eT,donc yc R—-P(X <y)€{0,1} est une fonction qui vaut 0 jusqu’a
un certain xqg et 1 aprés. [

Remarque. Plus généralement, soit (F,d) un espace métrique séparable complet. Soit B € B(FE).
Soit X:Q2— B qui est (T, B(B))-mesurable. Alors :

T est triviale = Jy € B : P-presque strement X =y
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Preuve. 3C € B(R) tel que (B, B(B)) est isomorphe a (C, B(C)). On se raméne a Iénoncé
précédent. [

Déf. Soit G, C F, n € N une suite de tribus. 7 = (1,5, 7(Gn; Gnt1, Gnya, ...) est la tribu
asymptotique des tribus (Gp)n>o0.

Convention. Soient X,,,n € N des VA. Leur tribu asymptotique est la tribu asymptotique des
Gn=0(X,),ie T= ﬂn>0 0(Xntp, pEN).

Exemple (*). Soient X,,: Q — R, F-mesurables. On pose S, = X1 +---+ X,,, puis :

A = {limsup S, oo}
n—oo

B = !supS,=00
n=0

ws A & weB

& sup Sp4p(w) — Sp(w) =00
p=0

A=B= {sup Sner — SnOO} € O'(Xn+1, Xn+27 )
p=0

donc A=Be () o(Xny1, Xnta,..)

n=0

Théoréme : loi du 0-1 de Kolmogorov. Soient G,, C F,n € N une suite de tribus. On suppose
qu’elles sont indépendantes. On note 7 = (1, 5, 0(Gnip, p € N) leur tribu asymptotique. Alors :

T est P-triviale, c’est-a-dire VA€ T, P(A) =0 ou 1.
Preuve. On note 7, =0(Gn41+4p, p €N) et F,=0(Go, G1, ..., Gn).
On pose Foo :U(Un>0 Fn)=0(Gn,n€N). On note T = Nnso Tn-

Constatations :
1. 7, est indépendant de F,, (par indépendance par paquets).
2. T CTy, donc T et F, sont indépendantes.

3. P= Un>0 Frn est un pi-systéme (F,, C Fpit1)-

T est indépendante de P par (2) (prenons A€ T,B€P ; Ing €N tel que B € F,,, donc
P(ANB)=P(A)P(B) car F,, indépendant de T).

4. Par un théoréme précédent, T est indépendante de o(P) = Fu.

5. T C Foo, donc par (4) T est indépendant de T.
On a donc VA€ T,P(ANA)=P(A)P(A), donc P(A)=P(A)? ie P(A)€{0,1}. O

VIII.6. La loi forte des grands nombres

Théoréme. Soient X,,: 2 —R,n €N des variables aléatoire F-mesurables indépendantes de méme
loi intégrables (E[|X,,|] < co). Alors :

P-presque stirement Xt Xn E[X1]

n n— o0
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Preuve. On fixe a € R. Notons S, = X1+ -+ X,, et S;y=Xo+ X3+ ---+ X,,+1. Posons :

M, = max(0,51—a,S2—2a,...,S,—na)
M} = max (0,57 —a,S5—2a,...,S;—na)

Mpp1 = max(0; 51 —a;S1—a+ S —a;; 8 —a+S5; —na)
= max (0; 51 —a+ M)

M,+1 = M;;+max(—M;,S1—a)
= M, —min (a — S1, M)
E[min (a — S1, M;})] = E[M;]—E[M41]

Or (X3,..., X,) a méme loi que (Xa,..., X, +1), donc M,, a méme loi que M,;, donc F(Xq,...,X,)
a méme loi que F(Xo,..., X;,1+1). Par conséquent :

E[M;] = E[M,]

D’ou
E[min (a — Sy, M}))] = E[M,] —E[M,4+1]
= ]E[Mn*MnJrl] ;Mn*MnJrlgO
VYn €N, Emin(a—S1,M;)] < 0 (lemme de Garsia)
L] S1:X1

. Moo =supp >0 My =1lim, oo TM, : Q@ — [0, o0] F-mesurable
M;o =8SuPn>o0 M'rt = 11mn~>ooTM;

M,y a méme loi que M,
o {Myu=00}eT=,50(Xnsp,p€N) (comme dans 'exemple X, =X, —a).
Par la loi du 0-1 de Kolmogorov, IP(Ms = 00) =P (M =00) =0 ou 1.

Supposons que P(My, = o0) = P(M% = o) = 1. M} = 1 presque-surement, donc par
convergence monotone E[min (a — S1, M;;)] <0, donc en faisant n— oo,

E[min (a — S1, M%,)] = Ela— 5]

Si P(Moo =00) =P(M3, =00) =1, alors E[a — S1] =a — E[X; <0], cest-a-dire a <E[X;]. Par
contraposée, si a > [E[X]], alors P(M,, =o00) =P (M, = o0) =0, c’est-a-dire presque-surement

M
M, < co. Donc presque-stirement, Vn >0, S, —na < My, < oo, donc — < a+ —=.
n n

On prend la lim sup : limsup Sn < a presque-slirement.
n—oo

On a montré que Va > E[X;], presque-siirement limsup, - o % <a.

B, = {limsup%g]E[Xl]Jr(?)G)p}

n— oo

On vient de montrer que IP(B,)=1. Donc B = Npso Bp€F et P(B)=1, donc

B = {limsupi < ]E[Xl]}
n

n—oo
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Donc presque-stirement,

limsup% < E[Xq]

n— oo

Ce quiest vrai quelque soit (X,,),>1 suite i.i.d. de V.A. intégrables.

On réapplique & X} =—-X :

S/
limsup— < E[X;]' ps.
n

n— oo

1imsup;&l < —E[Xi] ps.
n

n—oo

liminf& > E[X:1] ps.

n—oo 1N
Donc :
liminf Su_ limsup S _ E[X,]
n—oo N n— 0o
O

Commentaire. La loi des grands nombres ancre dans le réel la théorie des probabilités.

Aiguille de Buffon. Lattes de plancher espacées de a, aiguille de longueur 2a. On compte le

nombre N,, de fois que laiguille atterrit sur deux lattes. Alors NL T (la convergence est
n c n n oo

lente, en gros o~ ﬁ)

Cette méthode de Buffon peut servir a calculer des intégrales de fonctions & de nombreuses varia-

bles, de maniére approchée. On 'appelle maintenant méthode de Monte-Carlo.

2014-01-06

VIIIL.7. Théoréme ergodique de Birkhoff

Théoréme ergodique : Ludwig Boltzmann, 1844-1906. (géométrie des systémes dynami-
ques)

On a (G, #, €) un groupe (ou semi-groupe) et E un ensemble (souvent muni d’une structure). Le
groupe G agit sur F :

Ty + E=FE
T, 0Ty, = Tgyxg,
T. = idg

Par exemple on prend le semi-groupe (N, +, 0). On note 77 = ¢ (engendre toutes les actions).
Systéme dynamique : (E, ¢), FE est un ensemble et ¢: E — E. On étudie les orbites des points
r€E : O, ={¢°(z),n e N} (p°°=idp).

Questions.
1. Quels sont les points = d’orbite finie 7 Selon leur période ?

2. On suppose que E est muni d’une topologie. Parmi les points € E' d’orbite infinie, quels
sont ceux d’orbite dense ?

z€FE : {p°*(x),neN}=F
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Si un systéme dynamique admet un point « d’orbite dense, il est dit topologiquement tran-
sitif .

3. On peut s’intéresser au nombre de passages dans A C E de 'orbite de x € E, ie aux quantités :

T 1a(¢" (@)

Supposons que :

I3 @) —— m4)eo.1]
k=0

n— o0

existe pour tout A € A, ot A est une algébre.
On voit que py: A— [0, 1] est une fonction additive d’ensembles.

On remarque ici que :

ta(e™H(A)) = pna(A)
Déf. On dit que (E, &, u, ) est un systéeme dynamique mesurable si
1. (E,&, u) est un espace de probabilités
2. p: E— E est (£,&)-mesurable
3. u est p-invariante, ie VA€ E, (o 1(A)) = u(A).
Théoréme de récurrence de Poincaré. Soit (E, £, p, ¢) un systéme dynamique mesurable.

Soit A €& tel que u(A)>0. Alors : pour p-presque tout z € A, il existe une infinité d’entiers n € N
tels que p°™ € A (pour pu-presque tout x € A, Porbite de x visite A une infinité de fois).

Conseil de lecture : Furstenberg, Combinatorial Ergodic Theory (lire les 30 premiéres pages). Autre
ouvrage de Tao-Vu.

Preuve. On note ¢ "(C)={z € E: p°"(x) € C} (notation).

On pose Bp=U 5, ¢ "(A)={zr € E:Ip=2n:p°(z) € A}.

o B,e& (e HO) = e ™(C)), VCeE)
4 Bn-l—lCBn

Comme p est p-invariante et comme B, = ¢~ "(By), on a u(B,)= u(By), comme B,, C By, on
a wu(Bo\ Bp) =0.

On pose B=) B,. BO\B:Un>0 Bo\ By, donc u(B, \ B)=0.

n>1

Or AC By donc u(A\B)=0. Or A\B={2 € E:#{neN: p° ()€ A} <oo} O

Paradoxe de Zermelo. Conteneur contenant un gaz, divisé en deux parties C7, Cs. La probabilité
que toutes les molécules se retrouvent d’un coté est strictment positive.

Systémes dynamiques ergodiques

Déf. Soit (E, &, 1, ¢) un systéme dynamique mesurable. On note &, la classe des ensembles -
invariants (on vérifie que c¢’est une tribu) :

Eo={Ac&:p~1(A)=A}
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Exemple. (E, &, u,¢). f: E— R, E-mesurable.
On pose : So=0et pourn>1, S, =f+ fop+--+ fop® 1 S,:E— R, &-mesurable.
On pose A={z € E:sup,>0Sn(zr) =00}.

Clairement A € €,. En effet : Vo € E, S, () # 00 ; sUpn0Sn(x) =00 ssi supp>0 (Snt1(x) — Si(z)) =
00 881 SUPy 08,0 p=00. T € A ssi p(x) € A, donc ¢~ 1(A4)=A.

Déf. Soit (E, &, p1, ¢) un systéme dynamique mesurable. Il est dit ergodique si £, est p-trivial,
c’est-a-dire VA€ E, o 1 (A)=A = u(A)e{0,1}.

Théoréme ergodique de Birkhoff (1932). Soit (E, &, u, ¢) un systéme dymanique mesurable.
On le suppose ergodique. Alors : Vf € LYE,E, i), on a

—1
1n ok
pour p-presque tout ., E};} f(e°F()) I [E fdp

Preuve. On pose Sp=55=0 et pour n>1 :

Sn = [+ fopt -t fop™!
Sio= fopt fopt tfor™
— SnOQO

On fixe a € R et on pose :

M, = max (Sp—ak)

0<k<n

M} = max (Sg—ak)

0<k<n

On observe que 0 M,, < My 41 et 0SS My < M.
On pose : Mo, =supp>0 My =lim, o M, : E— [0, c0] E-mesurable

et M3, =supp>o M; =lim, o M;;: E— [0, 00] E-mesurable.

Mpy1 = max(0,f —a, f—a+ fop—a,...f—a+(fop+ fop ' —na))
= max (0, f—a,f—a+ST—a,..., f—a+ 5" —na)
= max (0, f —a+ M)
= M+ f4+max(—f— M;,—a)
(A)  Mpy1 = M+ f—min(a, M;+ f)

Les M,, et les M;; sont p-intégrables (comme max de fonctions p-intégrables).

Oublions pour plus de clarté que p est p-invariante, et notons v la mesure image de p par ¢
(v=pop™).

I
=
<

n

M, opdp
E

/ M, dv (par le thm de transfert)
E

My,
/ Mydu
E

Or p est @-invariante, donc p=v, donc fE Mydu= fE M, du.
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Par (A), on a :

/ManM = /Mndqu/ fduf/ min (a, M+ f)dp
E E E E

Lﬂwdﬂ A?fdM*/Emin(a,M;Jrf)du

>0

Donc :
[ ran > [ winta i ) du
E E

Or |min (a, M; + f)| <|a|+|f| qui est p-intégrable. Par convergence dominée :

/fdu > /min(a,M§O+f)dM (@)
E E

On pose A={M,, =00} : il est p-invariant (voir un exemple précédent). Donc u(A) €{0,1}.
On suppose que u(A)=1

{Mso =00} =7} (A)={M =00}, donc p({Mz =oc})=1

p-preque partout M =oo. Par (G), on a fE fdu>a.

Par contraposée, on a prouvé que Va > fE fdp, p({Msx = oo}) = 0, c’est-a-dire p-presque

partout My, < oco. Donc pu-pp Vn>0 5, —an < My, < oc0.

Va>/fd,u, u-pp lim &ga
E n—oo T

(raisonnement idiot) On pose a,=2"P+ [ fdu, A,= {x € E:limsup, oo S":C) < ap}.

On sait que A1 €& et p(Ay)=1.

Donc M(mpEN Ap)=1. Nyen Ap= {er:limsupn_,oo Snlz) < I fdu} Donc :

n

p-preque partout, limsup& < / fdu
E

n—oo n

n—1
u-preque partout, limsup%Z fle™(z)) < Lfdu (%)
k=0

n—oo

On applique (%) & (—f) et on obtient :

n—oo M

n—1
p-preque partout,  liminf lz fpk(z)) > / fdu
k=0 2

Donc :
1n71
u-presque partout, —Z f(pk(z)) = / fdu
=0 E
O
Commentaires.
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On a (E,&, u, ) systéme dynamique mesurable ergodique. On suppose que E est muni d’une
topologie séparable : il est engendré par une base dénombrable (U,) d’ouverts.

p-preque partout, VpeN, %Z 1y, (¢°%(x)) —— u(Up) >0

n— oo

(on suppose que le support de p est E). Alors le systéme est topologiquement transitif.

Exemple. Rotations d’angle irrationnel. On pose E=[0,1[, E=B([0,1]), p(z)=z+0—|x+0]
(c’est z+6 « modulo 1 »). On suppose que 6 est irrationnel. Exercice : il n’y a pas d’orbite finie.

Théoréme. Sous les hypothéses précédentes. On note [ la mesure de Lebesgue restreinte
a [0,1]. Alors [ est @-invariante et ¢ est l-ergodique.

Preuve. [ est gp-invariante : laissé en exo.
Montrons que ¢ est ergodique : Soit A € B([0,1]) qui est p-invariant : p~1(A) = A.

On s’intéresse a la fonction f=14¢€ £Y([0,1[,B([0,1]),1). On étend f en une fonction R —R
1-périodique.

Pour tout n € Z, ¢,(f) = f[o m e~ 21T f (1) da.

Fop=F —> calf)= [ gy (@ +0)do=e2m0e,(f)

Comme 6 est irrationnel, Vn £ 0 ¢, (f) =0.

co(f)=1(A). f ales mémes coeflicients de Fourier que la fonction constante égale a I(A).
14=1(A) p-presque partout, donc I(A) € {0,1}. Le théoréme est prouve.

21

Exercice. Action de M = sur le tore T. Soit y € R, on note {y} =y — |y| sa partie

fractionnaire. T=1[0,1[ x [0,1]. Si v:( ; )7 alors {v} :( Eﬁ )

On pose p(v) ={Mv}= ( {{sz:yy}} )

1. Montrer que {v€T:In€N: °*(v)=v}=Q*NT

2. On note [ la mesure de Lebesgue restreinte & T. Montrer qu’on a un systéme dynamique
ergodique (T, B(T),ls, ¢).

2014-01-08

IX. Convergence en loi, théoréme central limite

Motivation. Expérience au palais de la découverte : des billes tombent et sont déviées aléa-

toirement par plusieurs rangées de clous (& chaque rangée, vers la gauche ou vers la droite). La

répartition du nombre de billes dans chaque colonne approche la fonction e,

IX.1. Définition et propriétés générales

On se place dans (E, d) un espace métrique séparable (séparabilité optionnelle pour une grande
partie des définitions).

On note :
e (y(F) lensemble des fonctions continues bornées,

e Lipy(F) 'ensemble des fonctions lipschitziennes bornées
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e M(E) : Pensemble des mesures u: B(E) — Ry de masse finie
e M;(E) : 'ensembles des mesures p: B(E) — [0, 1] de probabilités (u(E)=1).

On prend (92, F,P) un espace de probabilités de référence.
Si X:Q— F est (F,B(FE))-mesurable, on note puyx sa loi: ux € M1(E) et est donnée par :

jx(B)=P(X € B), B € B(E)
Définitions.

1. Soient p, pin € M (E),n € N. Alors la suite (un)nen converge étroitement vers (i ssi :
VfeCyE hm/fdun%/ fdu

2. Soient X, X,,:Q— E,neN (F,B(E))-mesurables. Alors : la suite (X,,)nen converge en loi
vers X si la suite des lois (px, )nen converge étroitement vers fix.

Autrement dit :

VfeCy(E), lim E[f(Xy)]=E[f(X)]

n— oo

(puisque E[f = [ f(z)px,(dz) par le théoréme de transfert, de méme a droite)

o
Notation. X,, = X signifie que X, %) X.
n o0

Rappel. Soient p,v € M ¢(E) deux mesures finies. Alors :

(erLipb<E>,/E fdu:/E fdu)@uu

Cela implique immeédiatement le lemme suivant :

Lemme. Soient p, v, pn, € My(E), n € N. On suppose que lim, o in = p étroitement et
limg, o ptn=v. Alors : p=w.

Remarque. La convergence étroite des mesures finies est métrisable (résultat difficile).

Proposition. Soit p, € M1(E),n € N. On suppose qu'il existe u € M1(E) telle que pour toute
suite strictement croissante d’indices (ng)ren, il existe une suite strictement croissante d’indices
(k)ien telle que : lim;_, o Pong, = 14 étroitement. Alors : lim,_, o iy, = p étroitement.

Preuve. On se donne f € Cy(E). On pose up= [, fdpun. Alors : [u,| <[ f|lco-

On pose u* =lmsup,— o0 Un € [— || f oo |.f | co)-
Il existe ny telle que uy, — u*.

Par hypotheése, il existe (k;);en une suite strictement croissante d’indices telle que fng, == B
—
étroitement. Donc limy, o0 tn,, = fE fdp. >

Donc u* = limsup,_ oo fE fdp,= fE fdp.
On raisonne de méme pour la limite inférieure : liminf, _ fE fdu,= fE fdpu.

Donc hmnﬁoofE fdﬂn:fE fdu, VfeCy(E). O

Exercice. Etendre la proposition a toutes les mesures de M (E).
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Théoréme de Portmanteau (du a Alexandroff). Soit (F, d) un espace métrique séparable.
On se donne pu, pi, € M1(E),n € N. Alors il est équivalent de dire :

1.

lim p, = p étroitement
n— 00

v f € Lipy(E), lim / fdpin = / fdn
n—oo J g E

VF C E, F fermé, limsup p,(F) < p(F)

n— o0

VYO C E, O ouvert, liminf p,(0) > p(O)

n— oo

VA€ B(E) tel que u(A)=p(A), ona lim ,(A) = u(A)

n—oo
Vf: E— R, B(E)-mesurable bornée telle que ’ensemble de ses points de discontinuité est
p-négligeable, on a : lim fdun:/ fdp

E

Portmanteau’s theorem : vient du livre Convergence in Probability Mesures de P.BILLINGSLEY, le
nom (théoréme de Jean-Pierre Portmanteau) est évidemment un canular du a 'auteur de ce livre.

Preuve.

e (1)=(2), (6)=(1) : trivial.
e (3)<(4) : par passage au complémentaire.

e (2)=(3) : On suppose (2) et on fixe F C E un fermé.

On note ®,(z) = (1 —pd(z, F))4, z€ E, pe N. & € Lipy(E).

120,>2®,,1>1p, et lim,_, o ®,=1F ponctuellement.

limsup g, (F) < limsup/ O, du,
E

n— oo n— oo

= /<1>de par (2)
E

Donc Vp >0, limsup,— e in(f) < [, @pdu+> u(F) par convergence dominée.
p—00

e (3)ou(4) = (5):onsedonne Ac B(E). ACACA.

Par (3) et (4) (qui sont équivalentes), on va avoir :

u(A) < liminf un(A) < liminf g, (A) < limsup g, (A) < limsup g, (A) < pu(A)

n— oo n— oo n— oo

Donc si u(A) = u(A), on a des égalités et lim,, oo pin(A) = pu(A).

e (5) = (6) : Soit f: E — R4 B(F)-mesurable. On note C' l'ensemble des points de

continuité de f et D=FE\ C l'ensemble des points de discontinuité de f.

On a prouvé que C et D sont des Boréliens. (5) signifie que p(D) = 0, c’est-a-dire
#(C) = p(E) =1,

On note ! la mesure de Lebesgue sur R. On suppose f bornée et on note c=|| f||oo-
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YweMy(E), [, fdv= [, v(dz) [ (dy)1{0<y< f(x)}- On peut utiliser Fubini positif :

/fdy = / l(dy)/ V(d$)1{0<y<f(w)}
E [O,C] E

On pose Ay={f>y} e B(FE), on a finalement :

[ rav - /H I(dy) v(A,)

Vy e [0,c], on pose By={f>y} et s(y) = u(A4,). s décroit.

. 4 .
i gn—— 1, Uy Aya =By i oo s(yn) = s(y™) = pu(By)

{yel0,d: p(Ay) > u(By)} C{y€l0,c:s(y*)>s(y)} (o)

On montre ensuite que B,NC C A, C A, C A, C A, UD (%).
Preuve de () :

Soit z € B(y) N C. f(z) >y, f continue en . Il existe € > 0 tel que Vz € B(z, ¢),
f(z)>y. Donc B(x,e) C A,, donc x € A,,.

_ d
Supposons z € A, \ Ay. Donc f(z) <y. Il existe — tel que f(zn) € Ay,

c’est-a-dire f(x,)>y. Donc f n’est pas continue en 2, donc z € D.
Or u(By)=u(By,NC) et u(Ay)=u(A,UD).
Donc :
{y€l0,c: p(Ay) > p(Ay)} € {y€l0,cf: p(Ay) > n(By)}
C {yel0,d:s(y™) >s(y)}
ce dernier étant dénombrable donc Lebesgue-négligeable.
Pour [-presque tout y € [0, ], u(A, )= M(Acy). Par (5), limy,— oo ptn(Ay) = p(Ay).

Pour [-presque tout y € [0, ¢], lim,, o0 tn(Ay) = u(A4,) et par convergence dominée,

lim Udy)pn(Ay) = /[0 ]l(dy)u(Ay)

n—oo [076]

c’est-a-dire

lim [ fdun = /fdu
E

n—oo J g

On étend ce résultat aux fonctions mesurables bornées réelles dont les points de discon-
tinuité sont p-négligeables. [

Théoréme. Soient (E, d) et (E’, d') deux espaces métriques séparables. Soit ®: E — E’ Borel-
mesurable. Soient X, X,,: Q— E, n €N (F,B(F))-mesurables. On fait les hypothése suivantes :

loi

a) Xp—X

b) P-presque-strement ® est continue en X

loi

Alors :  o(X,) = ®(X).
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Preuve. Soit g € Cy(E’). go ®: E — R mesurable bornée et ses points de discontinuité sont
px-négligeables. Par Portmanteau et (a),

Elg(@(X,)] = [ go®dux, = [ o0 dux=Bly(@(x)

O
Proposition. Soit (E,d) un espace métrique séparable. Soit X, X,,: Q— E (F,B(E))-mesurables.
On suppose que lim,, ,~, X, = X en probabilités. Alors : Xn% X.

Preuve. Soit f une fonction k-lipschitzienne bornée.
a=[E[f(Xn)] -E[f(X)]l < E[|f(Xn)— f(X)]]
Soit € > 0. Alors :

a < E[lf(Xn) = f(X)]1ax,,x)>e)
FE[| f(Xn) — F(X)| L{ax,, x)<e)]

< 2| fllee P(d(Xpn, X)>e)+ ke

<

limsup |E[f(X,)] — E[f(X)]| ke Ve>0

n—oo

O

loi
Exercice. Si Xn:O> x (x constante), alors lim,,_, ., X;,, = = en probabilités.

IX.2. Convergence en loi sur R

Déf. Soit F': R — R, continue & droite, croissante, telle que lim o FF=1 et lim_o, F'=0. F est
appellée fonction de répartition. On note Rep(IR) 'ensemble des fonctions de répartition (notation
non standard).

Rappel : FAIT. Soit F' € Rep(R). On pose Vy €]0,1[, F~'(y) =inf{x e R: F(y) >z}. F~!est
le pseudo-inverse continu a droite de F'.

On note g la mesure image de la mesure de Lebesgue [ sur [0, 1] par F~1 : u(B) = I({y € ]0,
1[: F~Y(y) € B}).
Alors : pu(]—o00,z]) = F(x) Vz € R, donc p est la mesure de Stieltjes associée F' (pu=dF).

Point de vue probabiliste. On se donne U: — [0, 1] F-mesurable de loi uniforme sur [0,1]. On
pose X = F~}U). Alors : X a pour loi u et P(X <z)=F(z), z€R.

Lemme. Soient F,,, F'€ Rep(R),n € N. On suppose que pour tout z € R tel que f continue en z,
ona lim F,(X)=F(X). Alors : Yy €]0,1] tel que F~! continue en y, on a lim F, '(z)=F~'(z).
n— oo

n— oo

Preuve. En exo (a faire !)

Théoréme. u, p, € M1(R),n € N. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. lim p,=p en loi (étroitement)
n— oo

2. Vz €R tel que p({z})=0,0n a:

lim i (] =00, z]) = p(]—00,2])

n— oo
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Preuve. (1)= (2) : c’est le théoréme de Portmanteau appliqué a A=]—o0,2]=A et A =]—o0, ]
(2)=(1) : Soit f € Cp(R). On note Fy,(z) = pin(]—00,x]) et F(z)= p(]—o0,x]). Fp, F €Rep(R).

(2) implique que Yz € R point de continuité de F, lim,,_, o Fy(z) = F(x). Donc par le lemme
précédent, Yy €10, 1[ point de continuité de F~1, lim,, o F, *(y) = F~(y).

On remarque que :
/ fdup, = f(E () I(dy) par le fait rappellé précédemment
R 10,1

F~1 est croissante continue a droite : ses points de discontinuité sont dénombrables, donc
Lebesgue-négligeables. Donc par convergence dominée :

lim Fy (y) l(dy)

n

F(F~(y)) U(dy)
n—00 J10,1[ 10,1]

Afdu

O
Corollaire. X,,, X V.A. réelles F-mesurables.

X,=% X & VecRtelque P(X=2)=0,ona: lim P(X,<x)

n— oo

P(X<z)

2014-01-13

Théoréme de représentation de Skorohod (dans RR). Soient u,, p € M1(R), n € N. On
suppose que lim, o t, = i étroitement. Alors il existe (2, F,IP) un espace de probabilités et X,
X:Q— R, F-mesurables, telles que :

1. La loi de X,, est p,, n €N et la loi de X est p

2. X, — X P-presque siirement.
n— oo

Preuve. Soit F,(z) = pn(]—00, z]) la fonction de répartition de p,, F(x)= u(]—o0,x]), z €R.
(Q, F,P), U:Q— [0,1] F-mesurable uniforme telle que X,,= F;;(U), X = F*(U).

Un, —Woo u étroitement < Va € R ou F est continue, F,(x) —— F(z) = Vy €]0, 1] tel que

n—oo

F* est continu en y, lim,_, o Fri(y) = F*(y).
P-presque stirement, F'* est continue en U.

Donc X, — X presque-stirement. []

IX.3. Théoréme central-limite

IX.3.a. Variables gaussiennes

On a (2, F,P) un espace de probabilités de référence.

Déf. Soit X: Q — R une variable aléatoire réelle F-mesurable. Elle est gaussienne (de loi gaus-
sienne) de moyenne m et de variance o si elle admet la densité :

gmo(2) = — eXP(%(x—m)Q)



Si f:R— R bornée ou f:RR— [0, o0], mesurable, alors :
EUf()) = [ gmolo) fla)do

On le note X ~N(m,o?). Synonyme : loi normale de moyenne m et de variance 2.

E[X] = Agm,g(x)xdx

(z —m)? gm.o(z) dz

g

=

I
V5— 3

Une loi gaussienne est entiérement caractérisée par son espérance et sa variance.
Convention. X ~ A (m,0) si X =m presque-siirement.

Fonction caractéristique. Si X ~ N (m,0?),

fiz(u) = Ele™X]
gm,UQ(u)

= exp LU —

2
VzeC, Elexp (2 X)] = exp (m z+ % z2> fonction analytique dans C

Pour mémoire. Si X ~N(0,0?), alors E[X?"T1] =0 et

EIX*"] = goi o
o?"(2n —1)(2n —3) x - x5 x 3x 1

souvent noté (2n—1)!!

Proposition. Soient X; ~ N (my, 0}), ..., X,, ~ N (my, 02) indépendantes. Soient a, ..., a, € R.

Alors : X =a1 X1+ -+ apnXp~N(m,0?), ot m=a;my+ -+ a,my, et 02=a}os+--- +a2o2.

Preuve. Soit u € R.

E[equ] — E[eiutth] ___E[eiuan,Xn]
_ eiunuln—%u%dfuz X e X

. 1
um —50'211,2

. 1 2 2
zumnan—gananiﬂ

= €

On conclut par injectivité de la transformée de Fourier. [

Théoréme de De Moivre-Laplace. Soit (X,)n>1 de variables aléatoires de Bernouilli de para-
métre p indépendantes : P(X,=1)=p, P(X,=0)=1—-p. E[X,]=p, var(X,)=p(l —p)=02< %.
Loi des grands nombres :

X1+ + X

n n——+oo

p presque-stirement
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Posons S, = X1+ + X,,.

var(S,) = E[(S,—np)?
= no?
e 2 2
E{(M_p) ] _ o
n n
En un sens,%—pz%, ou :
X4+ X,

o
~ p+-L X, X ~N(0,1
- D NG avec (0,1)

Formellement : Va,b € R, avec a <b,

b1,
]p(agﬁ(M_p)gb) N L/ e 2 de
n n— 00 1/27-(- a

o
Preuve. Elémentaire : S,, = Binomiale(n, p). Calculs explicites avec Stirling. [J

IX.3.b. Vecteurs gaussiens

Déf. X = (X1, ..., Xg) : Q — RY, F-mesurable, est un vecteur gaussien ssi Yu = (u1, ..., uq) € RY,
(u, Xy =u1 X1+ --- + uqgXy est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Lemme. Soit X: Q) — R? F-mesurable vecteur gaussien. Soit M € My(R). Alors M X est un
vecteur gaussien.

Preuve. Immédiate... O

Exemple. Soient X7, ..., X4 des variables aléatoires A/ (0, 1) indépendantes. Alors X = (Xy,...,
X4) est un vecteur gaussien.

En effet, soit u= (u, ..., uq) € R% ]E[e”“””] = E[efv1%1] ... E[e?4¥Xd] = exp (_Tl(u% eug)).

Soit A€ R. B[e* )] =exp (SH[[ulA?), done (u, X ) ~ N (0, [|u]|?).

Faits (rappels). X = (X1, ..., X;):Q — R% F-mesurable. On suppose que E[||X ||?] < coc.

On note vx = (E[X1], ..., E[X4]) le vecteur moyenne de X, et I'x = ( cov(X;, X;) );<; j<q la matrice
de covariance de X.

Si M € My4(R), alors :
{ I'mvx = MTxM*
vmx = Mux
Car : E[{u, X)] = (u,vx) et var({u, X)) = (u, I'xu).
Prop. Soit X:Q — R un vecteur gaussien. On note v son vecteur moyenne et I' sa matrice de
covariance. Alors :
VueR?, (u,X) ~ N({u,v),(u,Tu))
% () = Elexp (iu, X))]
= exp (z(u, v)— %(u, Fu>)
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La loi de X est caractérisée par v et I'. On note cela :
X ~ N(v,T)
Preuve. (u, X)~N(m,o?) par définition d'un vecteur gaussien, out

m = E[(u,X)]
= (u,v)

o = var((u, X))
= (u,l'u)

E[en(u,xq — eimlym

— exp <i<u,v> —%)(u,l"u)

ce qui prouve la proposition. [

Soit X :Q— R% tel que X ~N(v,I). T est symmétrique, positive, donc diagonalisable dans O, (IR).
Il existe O € O,(R) telle que

M

'0T0 =
(0)

ol A1,..., A >0 sont les valeurs propres non-nulles de I' (r=rgI'). On pose :

VA \
(0)
A Now
0
(0)
0
1
VAL
(0)
. 1
A= VA
0
(0)
0
On a
tOTO = A?
AA = AA
= diag(1,...,1,0,...,0) (avec r fois 1)
- I,

Prop. X ~N(v,T). On pose Y =At0 (X —v): Q= RL Y ~N(0,1,).
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Y =(,...,Y:,0,...,0), ou Yi,..., Y, sont indépendantes et de loi A(0,1).
X = v+O0AY

Y1,..., Y, sont les composantes indépendantes de X.

Preuve.

Iy = (NAto)rt(Ato)

Elexp (i(u, V)] = exp(%lu%+---+§u%)

— E[e—iulyl] E[e—iuryr]
Y = (Y., Yy, 0,...,0)
(Y1,...,Y,) sont indépendantes et de loi N(0,1). O

Prop. v€R% '€ My(R), I' symmétrique positive (Yu € RY, (u,T u) >0). Alors il existe un vecteur
gaussien N (v,T").

Preuve. On pose X =v+O0AY,on Y ~N(0,I,). O

Prop. Soit X ~N(0,T), ou I est inversible. X (la loi de X) admet une densité (par rapport a lg)
donnée par :

1 -1
gr(z) = —(QW)d/Q retFeXp (T@c,l"@)

Preuve. Exercice.

IX.3.c. Théoréme central-limite

Rappel : théoréme de Paul-Lévy (version faible). Soit u, ji, € M1(R%),n € N des mesures
de probabilité. Alors :

lim g, = p étroitement < Yu€R?, lim fi,(u)= fi(u)
oo n— oo

n—
Probabilistiquement,

Xo=2 X & YueRY E[enXn] 5 E[eiX]

n— 00

Théoréme central-limite. Soit (X,,),>1 des vecteurs de R¢ F-mesurables, indépendants, de
méme loi, admetant un moment d’ordre 2 (E[[| X, ||?] < cc). On note :

X, = (Xf}), ...,Xff“) Q> RY

(ces deux quantités ne dépendent pas de n).
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Alors :

\/ﬁ(%(leL et Xy) v) EELEN N(0,T)

n— o0

Preuve. On fixe u € R? et on pose Y, = (u, X,,) — (u,v).
(Yn)n>1 sont des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi.
E[Y,] =0, var(Y,) = (u, ' u).

On pose :

On a:

%(Y1+"'+Yn)
fv, = Elexp (i (u,Vy))]

7

- E exp<ﬁyl>';eXp<%Yn>]
— Blew (= 1]

- )

Si on pose var(Y1) =02 (c’est (u,T'u)), fly, est C* sur R par Taylor :

() = 1-2X o)
. 1 . 0% 5 1
,UY1<—n = 1—2—)\ +O<E>

Par Paul Lévy,

loi

V., = N(0,T)

O

Enoncé dans IR. Soit (X,,),>1 de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi ayant
un moment d’ordre 2. On note :

m = E[X,]

o2 = var(X,)

(ne dépendent pas de n)
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Alors :

g n n—o0o ,/27-(- oo

Intervalles de confiance asymptotique. Si S, = X1+ ---+ X,

P me &—ﬂ&—i—ﬂ — L/w e_%y2d:n
n yn'n Jn nooo o) 4
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