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Lemme 1. Soit a∈K, soit (λ0,	 , λn)∈Kn+1 tel que λ0+λ1(X − a)+
 +λn(X − a)n=0

Alors ∀i∈ J0, nK, λi=0.

1 Dérivation

Définition 2. Soit P ∈K[X ], P =
∑

n

k=0

akX
k, (n> 1)

P ′ =
∑

n

k=1

k akX
k−1

Par convention P ′=0 lorsque n=0.

Remarque 3. ((X − a)n)(p)=







n!

(n− p)!
(X − a)n−p si p6n

0 si p>n

(PQ)(n)=
∑

n

k=0

(

n

k

)

P (k)Q(n−k)

Théorème 4. Formule de Taylor : Soit P ∈K[X ]−{0}, soit a∈K, soit n=degP>0,

P (X) =
∑

n

k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k

=
∑

∞

k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k

(si P est nul (P =0), la dernière formule est vraie.)

Théorème 5. Soit a∈K, soit P ∈K[X ]−{0}, soit k> 1,

a est racine de P d’ordre k ⇔

{

P (a)=P ′(a)=
 =P (k−1)(a)= 0

P (k)(a)� 0

2 C est algébriquement clos

Tout polynôme de C[x] de degré >1 a une racine dans C.

Théorème 6. Soit P ∈C[X]−{0},

∃ !λ∈C∗, ∃ !r ∈N, ∃ ! (a1,	 , ar)∈Cr, ∃ ! (α1,	 , αr)∈ (N∗)r, tq P =λ
∏

r

i=1

(X − ai)
αi

Proposition 7. Soit P ∈C[X], soit a∈C,

a racine de P d’ordre k ⇔ ā racine de P̄ d’ordre k.

Si P ∈R[X], a racine de P d’ordre k ⇔ ā racine de P d’ordre k.

1



3 Relation coefficients-racines

Théorème 8. Soit (a1,	 , an)∈Kn,

∏

n

i=1

(X − ai) = Xn+
∑

n

k=1

(−1)kσk(a1,	 , an)Xn−k

avec σk(a1,	 , an) =
∑

16i1<i2<
 <ik6n

ai1 ai2
 aik

σk est appellée fonction symétrique élémentaire d’ordre k.

Théorème 9. Soit P ∈C[X], degP =n

P = cnX
n+ cn−1X

n−1+
 + c0
Soit (a1,	 , an)∈Cn,

(a1,	 , an) sont les racines de P ⇔ ∀k ∈ J1, nK, σk(a1,	 , an) = (−1)k
cn−k

cn

4 Fractions rationnelles - décomposition en éléments simples

Définition 10. Soit F ∈K(X), F =
A

B
, (A,B)∈K[X ]× (K[X]−{0})

degF= degA− degB, degF ∈Z∪{−∞}

Définition 11. Soit F ∈K(X), F =
A

B
, (A,B)∈K[X ]× (K[X]−{0}), A∧B=1

On appelle racines de F les racines de A. On appelle pôles de F les racines de B.

Théorème 12. Soit F ∈K(X)
∃ !E ∈K[X] tel que deg (F −E)< 0. E est appellé partie entière de F.

Théorème 13. Soit F ∈K(X), soit a un pôle de F de multiplicité n,

∃ ! (α1,	 , αn)∈Kn, ∃ !G∈K(x) tel que F =G+
∑

n

i=0

αi

(X − a)i

Avec G une fraction rationnelle n’ayant pas a pour pôle, et ayant les mêmes autres pôles que F

avec la même multiplicité.
∑

n

i=0

αi

(X − a)i
est appellé partie pôlaire de F associée au pôle a.

Remarque 14. Soit a un pôle simple de F ∈K(X),

• Si F =
A

B(X − a)
(écriture irréductible), avec A(a)� 0 et B(a)� 0,

alors la partie polaire associée au pôle a est
A(a)

B(a)(X − a)
.

• Si F =
C

D
avec C(a)� 0 et a racine simple de d,

alors la partie polaire associée au pôle a est
C(a)

D ′(a)(X − a)
.

Théorème 15. Soit F =
A

B
∈C(X), A∧B=1. B=λ

∏

n

i=1

(X − bi)αi,

∃ !E ∈K[x], ∀i∈J1, nK, ∃ ! (ai,j)j∈J1,αiK∈Kαi tel queF =E+
∑

n

i=1

∑

αi

j=1

ai,j

(X − bi)
j

Ceci est la décomposition en éléments simples de F dans C(X).

Théorème 16. Soit F =
A

B
∈R(X), A∧B=1.

B=λ
∏

n

k=1

(X − ak)
αk

∏

p

k=1

(X2+ bkX + ck)
βk, avec ∀k ∈ J1, pK, bk

2 − 4 ck< 0

∃ !E ∈R[x], ∀i∈ J1, nK, ∃ ! (di,j)j∈J1,αiK∈Rαi, ∀i∈ J1, pK, ∃ ! ((ei,j), (fi,j))j∈J1,βiK∈ (Rβi)2

tels queF =E+
∑

n

i=1

∑

αi

j=1

di

(X − ai)j
+
∑

p

i=1

∑

βi

j=1

ei,jX + fi,j

(X2+ biX + ci)j

Ceci est la décomposition en éléments simples de F dans R(X).
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